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Ly thuyét xac suat va thong ké toan hoc 1a mot nganh khoa hoc dang git vi tri quan trong
trong cac linh vyc ing dung rong rai va phong phu ctia doi sbng con nguoi. Cling véi sy phat
trién manh mé ctia khoa hoc va cong nghé, nhu cau hiéu biét va st dung cac cong cu ngau
nhién trong phan tich va xi ly thong tin ngay cang trd nén dac biét can thiét. Cac kién thuc
va phuong phap cta xac suat va thong ké da ho trg hiru hiéu cac nha nghién cttu trong nhiéu
linh vire khoa hoc khac nhau nhu vat ly, héa hoc, sinh hoc, ndng hoc, kinh té hoc, xa hdi hoc,
ngdn ngtr hoc... Do do6 "Xac suat théng ké" 1a hoc phz?m rat can thiét cho sinh vién bac dai hoc.

Bai gidng hoc phan "Xac suat thong ké", ma hoc phan MI2020 dugc bién soan theo Dé
cuong chi tiét voi khéi lugng 30 tiét ly thuyét, 30 tiét bai tap danh cho sinh vién hé dai hoc
chinh quy (khong phai chuyén nganh Toan Tin) cta Truong Pai hoc Bach khoa Ha Noi.

Muc tiéu hoc phan: Cung cap cho sinh vién nhiing kién thitc co ban vé xac suat la cac khai
niém va quy tac suy dién xac suat cling nhu vé bién ngdu nhién va cac phan phoi xac suét
thong dung (mot va hai chiéu); cac khai niém co ban cta thong ké toan hoc nham giup sinh
vién biét cach x1r ly cac bai toan thong ké vé ude lugng, kiém dinh gia thuyét. ... Trén co sd d6
sinh vién c6 dugc mot phuong phap tiép can véi mo hinh thuc té va c6 kién thic can thiét dé
dua ra 16i giai ding cho cac bai toan do.

No6i dung van tat hoc phan: Su kién ngau nhién va phép tinh xac suat, dai lugng ngiu
nhién, phan phdi xac suat, véc to ngau nhién, ly thuyét udc luong thong ké, Iy thuyét quyét
dinh théng ke.



Chuong 1

Su kién ngau nhién va phép tinh xac suat

Muc tiéu

1. Cung cap cho sinh vién nhitng khai niém vé phép tht, su kién, xac sudt; mbi quan hé

gitra cac su kién; cac cong cu tinh toan co ban cua ly thuyét xac suat (dinh ly, cong thuc).

2. Vdi cac kién thitc nén tang do, sinh vién biét tinh xac suat ctia cac sy kién; biét thyc hién
cac bai tap ing dung cta xac suat trong cac linh vyc ky thuat, kinh té, xa hoi, quan ly ra

quyét dinh. ..

Noi dung
1. Su kién, quan hé gitra cc su kién
2. Nhéc lai gidi tich t6 hop, quy tac nhan, chinh hop lap
3. Khai niém va cac dinh nghia xac suat (c6 dién, hinh hoc, théng ké)

4. Cac dinh ly va cong thuc xac suat (xac suat diéu kién; cong thirc nhan xac suat; cong

thitc cong xac suat; cong thirc Béc-nu-li; cong thirc xac suat day du, cong thirc Bay-ét)

Thoi luong: 8 tiét
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BAI 1 (2 tiét)

Cac hién tugng trong tu nhién hay xa hoi xay ra mét cach ngau nhién (khong biét trude két
qua) hodc tat dinh (biét trudc két qua sé xay ra). Chéng han mot vat nang duoc tha tu trén
cao chac chan sé roi xudng dat, trong diéu kién binh thuong nude so6i & 100° C... D6 1a nhitng
hién tugng dién ra c6 tinh quy luat, tat nhién. Trai lai, khi tung dong xu ta khong biét sé xuat
hién mat sép hay mat ngtra; ta khong thé biét trudc cé bao nhiéu cudc goi dén tong dai; c6
bao nhiéu khach hang dén diém phuc vu trong khoang thdi gian nao do; ta khong thé xac
dinh trudc chi s6 ching khoan trén thi truong chimg khoan. .. D6 la nhiing hién tugng ngau
nhién. Tuy nhién, néu tién hanh quan sat nhiéu 1an mot hién tugng ngau nhién trong nhing
hoan canh nhu nhau, thi trong nhiéu trudng hgp ta c6 thé rit ra nhiing két luan c6 tinh quy
luat vé nhitng hién tuong nay. Ly thuyét xac suat nghién ctru cac quy luat cta cac hién tuong
ngau nhién. Viéc ndm bat cac quy luat nay sé cho phép du bao cac hién tugng ngau nhién dé
sé x4y ra nhu thé nao. Chinh vi vay cac phuong phap cta ly thuyét xac sudt dugc tiing dung
rong rai trong viéc giai quyét céc bai toan thudc nhiéu linh vuc khac nhau ctia khoa hoc tu
nhién, ky thuat va kinh té-xa hoi.

1.1 Su kién. Quan hé giua cac su kién

1.1.1 Phép thu. Su kién

Dinh nghia 1.1 (Phép thir. Su kién). (a) Viéc thyc hién mot nhém cac diéu kién co ban dé
quan sat mot hién tuong nao dé dugc goi la mot phép thir (experiment).

(b) Hién tugng, két qua xét trong phép thir goi la sy kién hay bién cb (event).

(c) Su kién so cAp hay két cuc ctia phép thir 1a mot két qua ma ta khong chia nhé hon duoc,
ky hiéu la w.

(d) Sy kién phtrc hogp la sy kién c6 thé phan tich thanh céc sy kién nhé hon.

(e) Tap hogp tat ca cac két cuc ctia mot phép thir tao thanh khong gian cac sy kién so cap, ky
hiéu la
Q= {w;, i€l}, Ilatap chisé.

Vidull. (a) Gieomot con xtc xac (can ddi, dong chat, trén mat phéng cung) la moét phép

thir. Xdc xac xuat hién mat 1, 2, 3, 4, 5, 6 chAm 1a cac su kién.

(b) Gieo mot ddng xu (can ddi, dong chét, trén mat phang ctiing) 1a mot phép thir. Pong xu

xuat hién mat sép, mat ngura la cdc su kién.

Vi du 1.2. Gieo mot con xtic xac, khi d6

1.1. Su kién. Quan hé gilra cac su kién 7
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(@) Sukién A; "xuét hién mati chAm",i = 1,...,6, 1a su kién so cap.

(b) Su kién A "xuat hién mat chAm chan" 1a su kién phtic hgp vi c6 thé phan tich n6 thanh

cac su kién "xuat hién mat 2, 4, 6 cham".

Vidu13. (a) Phép thir gieo mot dong xu (can dbi, dong chat, trén mat phang cing) c6
khong gian cac su kién so cip 1a Q = {S, N}, & day S 1a su kién "xuét hién mat sap", N

1a sy kién "xuét hién mat ngtra".

(b) Phép thit gieo dong thoi hai ddng xu (can dbi, dong chét, trén mat phang ctiing) ¢6 khong
gian cac su kién so cép laQ) = {SS,SN,NS,NN}.

Chii y 1.1. (a) Chu y rang ban chat ctia cac su kién so cAp khong c6 vai tro dac biét gi trong
ly thuyét xac suat. Chang han c6 thé ma héa cac két qua va xem khong gian céc su kién
sd cAp cta phép thir tung dong xu 1a Q = {0, 1}, trong d6 0 1a sy kién so cap chi "mat

sap xuat hién" va 1 dé chi "mat ngtra xuat hién".

(b) Mbi két cuc w ctia phép thir C dugc goi la két cuc thuan lgi cho sy kién A néu A xdy ra
khi két cuc ctia phép thi C 1a w.

Vi du 1.4. Néu goi sy kién A "xuat hién mat chdm chén" trong phép thir gieo con xtc xac thi
A c6 cac két cuc thuan loila 2, 4 va 6.

1.1.2 Phan loai su kién

Co6 3 loai su kién.

(a) Su kién chac chan la su kién nhat dinh sé xay ra khi thuc hién mot phép thir. Ky hiéu la
U hoac S.

(b) Su kién khong thé c6 1a su kién nhat dinh khong xay ra khi thuc hién mot phép thir. Ky
hiéu lIa V hoac @.

(c) Su kién ngau nhién Ia su kién c6 thé xay ra, ciing c6 thé khong xay ra khi thuc hién mot
phép thit. Ky hiéu 1a A, B, C, Ay, As ...

Vi du 1.5. Gieo mot con xtic xac, khi dé
(a) Su kién “xuat hién mat c6 s6 chAm < 6 va > 1” 1a su kién chac chan S.
(b) Su kién “xuat hién mat 7 chAm” 1a su kién khong thé @.

(c) Su kién “xuat hién mat chAm chan” 1a su kién ngau nhién A.

1.1. Su kién. Quan hé gilra cac su kién 8
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1.1.3 Quan hé giwa cac su kién

Mot cach tuong tng véi cac phép todn ctia tap hop, trong ly thuyét xac sudt ngudi ta xét cac

quan hé sau day cho cac su kién trong cung mot phép thu.

(@) Quan hé kéo theo: Sy kién A kéo theo sy kién B, ky hiéu A C B, néu khi A xay ra thi B
xay ra. Néu A C B va B C A thi ta néi hai sy kién A va B tring nhau, viét 1a A = B.

(b) Tong cac su kién: Su kién A dugc goi la tong cta cac sy kién Aj, Aj,..., Ay néu A xay ra
khi va chi khi it nhat mot trong cac su kién A; xayra, i =1,2,...,n. Viét 1a:

A=Aj+ Ay +--+ Ay

hoac

[A=AUAU---UA,|

9 =

Hinh 1.1: So d6 Venn cia AUBva ANB

(c) Tich cac su kién: Sy kién B dugc goi la tich ctia cac sy kién A1, Ay,..., A, néu B xdy ra khi

va chi khi tat ca cac su kién A; xayra,i=1,2,...,n. Viét 1a:

|B=A1A;... A,

hoac

B=A1NAN---NA,|

(d) Su kién xung khac: Hai sy kién A va B dugc goi xung khac v6i nhau néu chiing khong
dong thoi xay ra trong ciing mot phép thu.

Néu A va B xung khac thi AN B = @.
(e) Su kién d6i 1ap: Su kién khong xdy ra sy kién A dugc goi 1a su kién déi lap cua A, ky
hiéu 1a A hodc A°.

Nhu vay A va A théa man tinh chitt AUA =SvaANA=Q.

1.1. Su kién. Quan hé gilra cac su kién 9
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OO

Hinh 1.2: Hai su kién xung khac

(-

Hinh 1.3: Sy kién déi lap

N

A€

(f) Hiéu hai su kién: Hiéu ctia 2 su kién A va B, ky hiéu la A — B, la su kién xay ra khi va chi
khi A xay ra nhung B khong xay ra.

Truong hop hay st dung su kién hiéu: A =S — A, A =S — A.
Truong hop tong quat, ta bién déi thanh sy kién tich nhu sau: A — B = AN B.
(g) Hé (nhom) dﬁy du cac su kién: Hé n sy kién Ay, Ay,..., A, duoc goi 1a hé day du cac sy
kién néu nhat dinh phai xay ra mot va chi mét trong cac su kién ay sau phép thur.
Nhu vay hé {Ay, Ay, ..., Ay} 1a hé day du néu
ANA =0, i#],
AlUA2U“'UAn:S.
Nhan xét 1.1. Céc sy kién trong cing mot phép thir voi phép toan tong, tich va lay su kién

dbi tao thanh dai s6 Boole, do d6 cac phép toan nay c6 cac tinh chat nhu cac phép toan hop,

giao, lay phan bu déi véi cac tap con ctia khong gian cac sy kién so cap. Chang han

1. AN =0Q0. 6. @=S.

2. AUD = A. 7. (A)=A.

3. ANA=0Q. 8. (ANB)=AUB

4. AUA=S. 9. (AUB)=ANB

5. S=0 10. AUB=ANB; ANB=AUB

11. A=AN(BUB)=(ANB)U(ANB).

1.1. Su kién. Quan hé gilra cac su kién 10
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Chu y 1.2. (a) Moi su kién ngiu nhién déu c6 thé biéu dién dudi dang tong ctia mot sb su
kién so cap nao do. Su kién chic chan S 1a tdng ctia moi sy kién so cip c6 thé. Do d6 S

con duogc goi la khong gian cac su kién so cép Q.

(b) Déi véi mot sy kién A thi ta o6 hé ddy dii {A, A}. Déi véi hai sy kién A va B, mot hé ddy
da la {A NB,ANB,AN B,Zﬂ?}.

Tinh chat1.1. (@) AUB = BU A, ANB = BN A (giao hoan).

(b) AUBUC = (AUB)UC = AU(BUC), ANBNC = (ANB)NC = AN (BNC) (két
hop).

() AN(BUC)=ANBUANC (phan phbi ctia phép cong va phép nhan).
Pacbiet AUA=A, ANA=A,AUS=5ANS=AAUD=AANQO=0Q.
Ta day ta sé st dung dau ” + ” thay cho ” U ” va dadu ”.” thay cho " N ”.
Vidu1l.6. (a) Mot mang dién g6m ba bong den mac ndi tiép. Goi A; la su kién “bong den

th i bi chay”, i = 1,2,3. Goi A 1a sy kién “mang mat dién”. Ta thdy rang mang bi mét
dién khi it nhat mot trong ba bong bi chdy. Vay A = A; + Ay + As.

(b) Mot mang dién gom ba bong den mac song song. Goi B; la su kién “bong den thu i bi
chay”,i =1,2,3. Goi B la su kién “mang mat dién”. Ta théy ré“mg mang bi mat dién khi
ca ba bong bi chdy. Vay B = BB, Bs.

(c) Mot nha mdy c6 ba phan xudng san xudt ra cing mot loai san pham. Gia st rang mbi
s&n pham ctia nha may chi do mot trong ba phan xudng nay san xuat. Chon ngiu nhién
mot sdn pham, goi C; la sy kién "san phdm dugc chon do phan xudng thi i sdn xuat",
i =1,2,3.Khi d6 hé ba su kién {Cy, C;, C3} 1a hé day du.

Vidu 1.7. Ba xa thu A, B, C méi nguoi ban mot vién dan vao muc tiéu. Goi Ay, Ay, Az lan luot

1a cac sy kién "A, B, C ban tring muc tiéu".
(a) Hay mo ta cac su kién A1 A A;3, lezzg, A1+ Ay + As.
(b) Biéu dién cac su kién sau theo A;, Ay, Az:
A: C6 it nhét hai xa tht ban tring;
B: C6 nhiéu nhat mot xa thu ban trang;
C: Chi ¢6 xa th A ban trung;

D: Chi c6 mét xa tht ban trang.

(c) Cacsukién Aq, Ay, A3 ¢ xung khac khong?

1.1. Su kién. Quan hé gilra cac su kién 11
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Loi gidi Vi du
(a) AjAAz: "caba xa thi déu ban trung';
A1AyAs: "ca ba xa thu déu ban truot”;

Aq + Ay + Ajz: "c6 it nhdt mot xa thu ban trung".

(b) A= A1Ay + A1Az + ArAs;
B = A1A; + A Az + AyAs;
C = A1AyAs;
D = A1AyAs + A1 ArAs + A1 AL As.

(c) Céc sy kién Aj, Ay, A3 khong xung khac vi c6 thé ca ba xa thti déu ban tring muc tiéu.

1.2 Giai tich két hop

1.2.1 Quy tac cong. Quy tac nhan

1.2.1a Quy tac cong

Dinh nghia 1.2 (Quy tac cong). Néu mot cong viéc dugc chia ra thanh k truong hgp dé thuc
hién, truong hop mot c6 ny cach thuc hién xong cong viéc, truong hop hai cé n, cach thuc
hién xong cong viéc,..., truong hgp k c6 ny cach thuc hién xong cong viéc va khong c6 mot
cach thuc hién nao & truong hop nay lai trung véi moét cach thuc hién & truong hgp khac. Khi

do tacon = ny + ny + - - - + ny cach thuc hién cong viéc.

1.2.1b Quy tac nhan

Dinh nghia 1.3 (Quy tic nhan). Gia st mot cong viéc nao d6 dugce chia thanh k giai doan.
C6 1y cach thuc hién giai doan thit nhét, 1, cach thuc hién giai doan thit hai,.. ., 1y cach thuc

hién giai doan thu k. Khi d6 ta ¢c6 n = nyn, ... ny cach thuc hién cong viéc.

Vidu 1.8. Gia st dé di tir A dén C ¢6 thé di qua B, trong d6 c6 2 dudng khac nhau di truc tiép
tir A dén C, c6 3 duong khac nhau dé di tir A dén B va c6 2 duong khac nhau dé di tir B dén
C. Hoi c6 bao nhiéu cach di tir A dén C?

Loi gidi Vidu Di tir A dén C ¢6 2 lya chon: i tryc tiép tir A dén C ¢6 n; = 2 cach; di gian
tiép tir A dén C thong qua B c6 ny = 3 x 2 = 6 (cach).
Tong s6 cach di tir A dén Clan = ny + np = 2+ 6 = 8 (cach).

1.2. Giai tich két hop 12
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1.2.2 Chinh hgp

DPinh nghia 1.4 (Chinh hgp). Chinh hgp chép k ctia n phan tir 1a mot nhém c6 thi ty gom k
phan tir khac nhau lay tir n phan tir da cho (k < n).

Ky hiéu va cong thic tinh:

.:n(n—l)...(n—k+1) (1.1)

Vidu19. Tirt5chirs6 1,2,3,4,5 lap dugc bao nhiéu s6 ¢6 3 chit s6 khac nhau?

Loi gidi Vi du[1.9/S6 cac s6 duoc lap 1a A2 =5 x 4 x 3 = 60 (s0).

1.2.3 Chinh hop lap

Dinh nghia 1.5 (Chinh hgp 1dp). Chinh hgp ldp chép k ctia n phan tir 1a mot nhém 6 thu ty
gdom k phan tir c6 thé gidong nhau lay tir n phan tr da cho.

Ky hiéu va cong thic tinh:

—k
A, = n*

(1.2)

Vi du 1.10. Tir 5 chit 56 1,2, 3,4, 5 lap dugc bao nhiéu s6 c6 3 chit s6?
Loi gidi Vi du Chon 3 chit s6 tir 5 chit s6 c6 thit tu va c6 thé 13p lai. S6 cac sd duoc lap la
Ay = 5 = 125 (s6).

1.2.4 Hoan vi

Dinh nghia 1.6 (Hoan vi). Hoan vi ctia 7 phan t 1a mdt nhém c6 thit ty gom dd mat n phan
tir da cho. No6i cach khac, hoan vi 1a mot chinh hgp chap 7 cta n phan t.

Ky hiéu va cong thuc tinh:

P, = A" =n! (1.3)

Vi du 1.11. C6 6 ngudi khach can xép vao 6 ghé trén mot ban tron 6 chd.
(a) Néu c6 quan tam dén khung canh xung quanh thi c6 bao nhiéu cach sap xép?
(b) Néu chi quan tdm dén ngudi ngodi xung quanh 1a ai thi sé ¢ bao nhiéu cach?

Loi gidi Vi du[T11](a) Py = 6! = 720 (cach); (b) Ps = 5! = 120 (céch).

1.2. Giai tich két hop 13
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1.2.5 To hop

Dinh nghia 1.7 (T6 hgp). T6 hop chap k ctia 7 phan tir 1a mot nhém khéng phan biét thi tu
gom k phan tir khac nhau lay tir n phan ti da cho (k < n).

Ky hiéu va cong thuc tinh:

n!

Ki(n — 1)1 (14)

ck =

Vi du 1.12. Méi dé thi gom 3 cau hai lay trong 25 cau hdi cho trude. Hoi c6 thé 1ap duge bao
nhiéu dé thi c6 n6i dung khac nhau?

L , 25 x 24 x 23
Loi gidi Vi du[1.12/S6 d@ thi 6 thé lap nén la C3. = SXTX

= 2300 (d8).

Chuay1.3. (@) Quiudc0! = 1.
(b) Ck=cCr
() Ck=Ck14ck .

(d) Khai trién nhi thitc Niu-ton (2,b € R, n € IN¥)

n
a+b)" = Ckan—kbk — Coan + Clan—lb T Cn—labn—l 4+ Cp".
n n n n n
k=0

1.2. Giai tich két hop 14
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BAI 2 (2 tiét)

1.3 Khai niém va cac dinh nghia xac suat

1.3.1 Khai niém xac suat

Moi sy kién ngau nhién déu gidéng nhau & ché chiing khong chac chan, nhung kha ning xay
ra clia ting sy kién lai c6 thé khac nhau. D€ dic trung cho kha nang xay ra (xuat hién) ctia cac
su kién ngudi ta dung cac con s, sy kién nao c6 kha nang xay ra nhiéu hon dugc dic trung
bdi s6 16n hon. Con s6 déc trung cho kha nang xuat hién ctia mot su kién goi la xac suat ctia

su kién do.

Dinh nghia 1.8 (Xac suét—Probability). Xac suat ctia mot su kién A 1a mot sd nam gitaOval,
s6 nay do luong kha ning xuét hién cta sy kién d6 khi phép thir dugc thuc hién.
Ky hiéula P(A).

1.3.2 Dinh nghia c6 dién

Pinh nghia 1.9 (Dinh nghia c6 dién). Gia st trong mot phép thir ¢6 n két cuc dong kha nang

6 thé xdy ra, trong d6 c6 m két cuc thuéan lgi cho sy kién A. Khi do,

m s6 két cuc thuan 1gi cho A

P(A) = (1.5)

n tong s0 két cuc c6 thé

Tir dinh nghia nay ta suy ra cac tinh chat sau day cta xac suat.
Tinh chat 1.2. (a) 0 < P(A) < 1, A la su kién bat ky.
(b) P(S) =1.
() P(©) =0.
(d) Néu A C Bthi P(A) < P(B).

Vi du 1.13. Mot ngudi khi goi dién thoai quén mat 2 s6 cudi cing cta sb dién thoai can goi
ma chi nhd dugc rang chiing khac nhau. Tim xac suat dé ngudi d6 chon ngau nhién mot s6
dé goi thi dugc dung sb can goi.

Loi giai Vi du Goi A 1a sy kién "chon ngau nhién mot s6 dé goi thi dugc dung sO can goi".

S6 két cuc dong kha nang la n = A3,

S6 két cuc thuan lgi cho A lam = 1.

. m 1

1.3. Khai niém va cac dinh nghia xac sult 15
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Vi du 1.14. Tir bd bai ti-lo-kho 52 cay da tron ky rit ngdu nhién ra 2 cay. Tinh xac suat xay ra

cac su kién sau:

(a) Hai cay rutra déu la At.

(b) Hai cay rit ra c6 1 cay At, 1 cay K.
Loi gidi Vi du S6 két cuc dong kha ning c6 thé cé lan = C2, = 1326. Goi A la sy kién "hai
cay rut ra déu la At"; B 1a sy kién "hai cay rit ra c6 1 cay At, 1 cay K.

% 1 A ~ . R N 0 _@_ 6 _L
(a) SO ket cuc thuan lgi cho sy kién Alamy = C; = 6.Suyra P(A) = =136~ o1

L 8
(b) S6 két cuc thuéan lgi cho sy kién B la mp = C; x C} = 16, suy ra P(B) = % =

Vi du 1.15. M6t doan tau ¢6 4 toa dugc danh s6 I, I1, 1T, TV 36 & san ga. Co 6 hanh khach tu
san ga 1én tau. Mdi ngudi doc 1ap véi nhau chon ngdu nhién mot toa. Tinh xac suat dé:

(a) toaIco 3 ngudi, toa II ¢6 2 nguoi va toa I1I c6 1 nguoi;

(b) mot toa c6 3 nguoi, moét toa 2 ngudi, mot toa cd 1 ngudi;

(c) mbi toa c6 it nhat 1 ngudi.

Loi gidi Vi du[1.15(S6 truong hop dong kha nang c6 thé c6 1a n = 4 = 4096.

(a) Sb trudng hop thuan loi cho su kién A "toa I c6 3 nguoi, toa I1 c6 2 ngudi va toa I11 c6 1

60
ngudi” la Ci x C3 x C] = 60, suy ra P(A) = Z00g = 0 0146.

(b) Sb6 truong hop thuén lgi cho su kién B "mot toa c6 3 nguoi, moét toa 2 nguoi, mot toa co
1440

1nguoi”la C3 x 4 x C3 x 3 x C] x 2 = 1440, suy ra P(B) = 2005 = 0/3516.

(b) Goi C 1a su kién "mdi toa c6 it nhat 1 nguoi". S6 truong hop thuan loi cho su kién C la

1560
C2 x4 x 31+ C2 x C3 x C3 x 2! = 480 + 1080 = 1560. Do d6, P(C) = 1006 = 0,3809.

Vi du 1.16. Ba ntt nhan vién phuc vu A, B va C thay nhau rtra dia chén va gia st ba nguoi nay

déu “khéo 1é0” nhu nhau. Trong mot thang c6 4 chén bi vd. Tim xac suat dé:
(a) chi A danh vo 3 chén va chi B danh vo 1 chén;
(b) mot trong ba nguoi danh vo 3 chén;
(c) mot trong ba nguoi danh vo ca 4 chén.
Loi gidi Vi du S6 két cuc dong kha ning c6 thé c6 lan = 3%,
(@) S6 két cuc thuan loi cho su kién D "chi A danh vd 3 chén va chi B danh v 1 chén" la
mp =C3 x1=4,suyraP(D) = 84—1 ~ 0,0494.

1.3. Khai niém va cac dinh nghia xac subt 16



MI2020-KY 20201-TOM TAT BAI GIANG Nguyén Thi Thu Thiy-SAMI-HUST

(b) S6 két cuc thuan lgi cho sy kién E "mét trong 3 ngudi danh v& 3 chén' la

24
mg=CixC3 x2=24,nénP(E) = g7 = 0,2963.

(c) S6 két cuc thuan lgi cho su kién F "moét trong 3 nguoi danh vd 4 chén" la

3
mp = C} x C; = 3. Vay P(F) = T > 0,037.

Nhén xét 1.2. Dinh nghia ¢ dién vé xac suat c6 vu diém la dé van dung tuy nhién dinh nghia
nay chi 4p dung dugc voi cac phép thir c¢6 hiru han két cuc dong kha nang xdy ra. Trong
truong hgp c6 vo han két cuc dong kha nang ta sit dung dinh nghia xac suét theo quan diém
hinh hoc.

1.3.3 Dinh nghia hinh hoc

Dinh nghia 1.10 (Pinh nghia hinh hoc). Gia st tap hop vo han cac két cuc dong kha nang ctia
mot phép thir ¢6 thé biéu thi béi mot mién hinh hoc G (do dugc, hiru han, khéc 0), con cac két

cuc thuan loi cho A béi mién con H cta G. Khi d6

_dodoH

Hm_@@@

(1.6)

Chii y 1.4. Tuy theo G la doan thang, mién phang hay khoi khong gian ma dé do dugc hiéu
1a d6 dai, dién tich hay thé tich.

Vi du 1.17. Hai nguoi ban hen gap nhau & mot dia diém trong khodng thoi gian tir 7h00 dén
8h00. Mbi ngudi c6 thé dén diém hen mot cach ngau nhién tai mot thoi diém trong khodng
thoi gian néi trén va ho quy udc rang ai dén trudc thi chi doi ngudi kia trong vong 10 phuit.
Tinh x4c suat dé hai ngudi gdp nhau.

Loi gidi Vi du Goi x, y lan luot 1a thoi diém dén diém hen cta hai nguoi, 0 < x,y < 60.

y
60 < P g
Q

A x
O 60

Hinh 1.4: Minh hoa cho Vi du

1.3. Khai niém va cac dinh nghia xac sult 17
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Vay mbi cap thoi diém dén (x,y) cta hai nguoi 1a mot diém ctia mién
G={(x,y) ER?:0<x<60; 0<y <60} (hinhvuong OABC).
Goi E 1a su kién "hai nguoi gap nhau", khi d6 E dugc biéu dién bdi
H={(x,y) €G:|x—y| <10} (dagiac OMNBPQ).

St dung dinh nghia xac suat theo quan diém hinh hoc,

P(E) = dién tich H _ dién tich (OMNBPQ) 60> —50> 11
~ diéntichG ~ diéntich (OABC) 602 36

~ 0, 3056.

Vi du 1.18. Cho doan thang AB c6 d6 dai 10cm. Lay hai diém C, D bat ky trén doan AB (C
nam gitta A va D). Tinh xac suat do dai AC, CD, DB tao thanh 3 canh ctia mot tam gidc.

Loi gigi Vi du Goi x la do dai doan AC, y la d6 dai doan CD thi d6 dai doan DB la
10 —x —y.

Yy
N

X

O

P M
Hinh 1.5: Minh hoa cho Vi du|1.18

Khi dé6 ta cé diéu kiéen 0 < x < 10,0 <y <10va0 < x +y < 10. Tap hop cac gia tri (x,y)

thoa man diéu kién nay tuong tng véi mien
G={(x,y) ER*:0<x<10,0<y<10,0<x+y <10} (tam gidc OMN).

D6 dai cac doan AC, CD, DB tao thanh 3 canh mot tam giac phai thda man tinh chat "téng hai
canh 16n hon mét canh”, taclax+y >10—x—y,x+ (10— x—y) >y, y+ (10 —x—y) > x
hay x +y > 5, x < 5vay < 5. Tap cac gia tri (x,y) thda man diéu kién nay tuong ung véi
mién
H={(xy) €eG:x4+y>5 x<5 y<5} (tamgiac PQR).
dién tich tam giac (PQR) 1

Theo dinh nghia hinh hoc, xac suét can tim 1a p = dién tich tam giac (OMN) =4= 0,25.

1.3. Khai niém va cac dinh nghia xac sult 18
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Vi du 1.19. Trén mat phang da ké san cac duong thang song song cach déu nhau mot khoang
c6 do dai 24, ngudi ta gieo ngau nhién mot chiéc kim dai 2b (b < a). Tinh xac suat sao cho kim

cat mot duong thang trong s6 nhitng dudng thang dé.

Loi gidi Vi du Goi x 1a khodng cach tur trung diém ctia kim dén duong thang song song
gan nhat va ¢ 1a géc ma kim tao vdi cac duong nay. Ta c6 0 < x < 4,0 < ¢ < 7. Nhu
vay c6 thé biéu dién mién dong kha nang bdi hinh chit nhat G = [a, 7] x [a, 7r]. Mién thuan
loi cho su kién kim cat duong thang song song 1a H = {(x,¢) € G : 0 < x < bsing;
0 < ¢ < m}.Do do,

7T
_ diéntich H /0 bsingdp 2b
P= diéntichG  axm am

Nhan xét 1.3. Dinh nghia c6 dién va dinh nghia hinh hoc vé xac suat chi 4p dung duoc véi
cac phép thir c6 két cuc dong kha nang xay ra. Trong nhiéu bai toan thuc té, viéc tinh hét cac
két cuc ciia mot phép thir khong dé dang, bén canh d6 diéu kién cac két cuc dong kha ning
trén thuc té thuong kho théa man.

1.3.4 Dinh nghia thong ké vé xac suat
Dinh nghia 1.11 (Tan suét). Gia st trong mot diéu kién nao dé ta c6 thé 1ap lai n lan mot phép

? N A s X A LN “ A . - 2 A m IR X A A PN . LN
thi va thay c6 m lan xuat hién su kién A. Khi d6, ty so ~ 8ol la tan suat xuat hién A, ky hiéu

la f(A).
Nhu vay

fla) =2 (1.7)

n

Vi du 1.20. D€ xac dinh tan suat xuat hién mat sap khi tung mot dong xu nhiéu lan, ngudi ta

ghi lai két qua sau:
Ngudi thi nghiém | S6 1an tung 7 | S6 1an xuét hién mat shp m | Tan suat f
Buyp-phong 4040 2048 0,5080
Piéc-son 12000 6019 0,5016
Piéc-son 24000 12012 0,5005

Ta thay rang khi so0 lan tung dong xu cang 16n, tan suat xuat hién mat sap cang gan vdi xac

suat xuat hién mat sap 1a 0,5.

Nhan xét 1.4. Tan suat ctia su kién A c6 tinh chat 6n dinh, nghia 1a n6 dao dong rat it xung
quanh mot s6 xac dinh p nao d6 khi s6 phép thir kha 16n. S Ay goi 1a xac suét cua sy kién A

theo quan diém thong ké.

1.3. Khai niém va cac dinh nghia xac sult 19
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Dinh nghia 1.12 (Pinh nghia théng ké). Néu tan suat xuat hién sy kién A luon luén dao dong
xung quanh mot s6 xac dinh p nao dé va khi s6 phép thir ting 1én kha 16n ma tan suat xuat
hién su kién A cang gan t6i p thi s6 p dugc goi la xac suat ctia sy kién A theo quan diém thong
ke.

Chi y 1.5. Bang dinh nghia thong ké vé xac suat, nguoi ta da tim dugc xac suat dé sinh con
trai trong moi 1an sinh 1a p = 0,518, con s6 nay hau nhu khong thay déi theo thoi gian, dia
phuong va chung toc.

(@) Nha toan hoc Lap-la—xo trong 10 ndm lién theo d6i & thanh ph6 Pé-tec-bua, Luan-don
va Béc-lin thay ty s6 d6 1a 22/43. Ong ciing da theo déi 40 ndm lién & Pa-ri thay ty sb
doé 1a 25/49.

(b) Nha toan hoc Crame theo déi & Thuy-dién ndm 1935 ciing thay ty s6 d6 la 0,518.

Nhan xét 1.5. (a) Dinhnghia théng ké ctia xac suat khac phuc dugc mot nhuge diém caa dinh

nghia c6 dién la khong dung dén khéi niém dong kha nang.

(b) Dinh nghia nay khong gitip ta tinh dugc chinh xac xac suat ctia mot sy kién ma chi tim
dugc gia tri gan ding; dong thoi s6 phép thir phai di 16n va chi dung dugc cho cac phép

thtr ngau nhién c6 thé 13p lai nhiéu lan moét cach doc lap trong cac diéu kién giéng nhau.

Céc dinh nghia trén vé xac suat gitip ta mot cach tich cyc trong viéc tinh xac suat, nhung
mdi dinh nghia déu c6 nhugc diém ctia né. Dé khac phuc cac nhuge diém d6, ndm 1933 nha
toan hoc X6-viét Can-mo-go-rop da dua ra xac suat theo phuong phép tién dé. Tuy nhién ta
khong dé cap dén trong chuong trinh nay.

1.3.5 Nguyén ly xac suat nho, nguyén 1y xac suat 1on

Su kién khong thé c6 c6 xac suat bang 0, mot su kién c6 xac suat gan bang 0 van c6 thé xay ra
khi thure hién moét s6 16n cac phép thir. Tuy nhién qua thyc nghiém va quan sat thuc té, ngudi
ta thay rang cac su kién c6 xac suat nhé sé khong xay ra khi ta chi thuc hién mot phép thi
hay mot vai phép thut. Tir d6 ta thita nhan nguyén ly sau day, goi la “Nguyén ly xac suat nhd”:
Néu mot sy kién c6 xdc sudt rat nhé thi thuc té c6 thé cho rang trong mot phép thir su kién do sé khong
xdy ra”.

Nhan xét 1.6. (a) Miic xac suat duoc coi la nhé tuy thudc vao tirng bai toan cu thé va goi la

muc y nghia, ky hiéu la «.

(b) Nguyén ly xac suat nhé la co s& ciia phuong phap kiém dinh gia thuyét (sé duogc dé cap &
Chuong 5).

Tuong tu nhu trén, ta ¢6 thé dua ra nguyén ly xac suat 16n: Néu su kién A cd xdc sudt gan
bing 1 thi trén thuc té 6 thé cho ring trong mot phép thir sy kién do sé xdy ra”.
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Nhan xét 1.7. (a) Mt xac suat da 16n goi 1a do tin cay, ky hiéu 1a v = 1 — a. Viéc quy dinh

mot muc xac suat thé nao 1a 16n sé tay thudc vao tung bai toan cu thé.

(b) Nguyén ly xac suat 16n 1a co s ctia phuong phap ude lugng bang khoang tin cay (sé dugc
dé cap & Chuong 4).
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BAI 3 (2 tiét)

1.4 Cong thitc cong va nhan xac suat

1.4.1 Xac suat diéu kién

Dinh nghia 1.13 (Xac suét diéu kién). Gia st trong mot phép thit ta 6 P(B) > 0. Khi d6 xac

suat c6 diéu kién ctia su kién A nao d6, biét réng da c6 B, 1a mot sb khong am ky hiéu la

P(A|B) = Plgéj) (1.8)
Tuong tu
P(B|A) = Plfalg)), P(A) > 0 (19)

Nhan xét 1.8. (a) Xac suat diéu kién c6 moi tinh chat cia mét xac suat binh thuong, chzfmg
han P(A|B) >0, P(A]A) = 1.

(b) Ta c6 thé tinh xac suat diéu kién bang cach ap dung cac cong thire (I.8) hodc (1.9) hoic
tinh tryc tiép.

Vi du 1.21. Tir mét bo bai ti-lo-kho 52 cay da tron ky rit ngdu nhién ra mot cay bai. Biét d6

1a cay den, tinh xdc suat do la cay at.

Loi gidi Vi du Goi A 1a su kién "rut dugce cay at" va B la su kién “rut dugc cay den”. Xac

PN 2
suat can tinh 1a P(A|B) = %

Vi du 1.22. Trong mdt thtng kin c6 N qua cau giéng nhau trong d6 c6 M cau trang (M < N).
Lay ngau nhién 1an lugt khong hoan lai 2 qua ciu. Tinh xac suat dé cau thit hai lay ra la trang,
biét rang cau thir nhat 1iy ra da 1a trang.

Loi gidi Vidu Goi A; 1a sy kién "cAu thi i lay ra 1a trang", i = 1,2. St dung cong thitc (1.8)

ta duoc

Mx(M-1)
P(A1A;)  Nx(N-1) _ M-—-1
=~y N

P(AZ‘Al) = P(Al) = _1

1.4.2 Cong thitc nhan xac suat

1.4.2a Tinh ddc lap cua cac su kién

Dinh nghia 1.14 (Sy kién doc lap). (a) Hai sy kién A va B dugc goi 1a doc 1ap v6i nhau néu
su kién nay xay ra hay khong xay ra khong lam anh hudng t6i kha nang xay ra caa su
kién kia, nghia la P(A|B) = P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B|A) = P(B).
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(b) Céc su kién Ay, Ay, ..., A, duge goi la doc lap tirng déi v6i nhau néu méi cap 2 trong n

su kién do doc lap vdi nhau.

(c) Cacsukién Ay, Ay, ..., A, duogc goi la doc lap trong tong thé néu méi sy kién trong ching
doc lap voi tich cua mot s6 bat ky su kién trong cac su kién con lai.

Chi y 1.6. (a) Néu A va B doc 1ap thi cac cdp A va B; A va B; A va B ciing doc lap.

(b) Thong thuong tinh doc 1ap ctia cac sy kién dugce suy ra tir y nghia thuec té.

1.4.2b Cong thirc nhan xac suat

(@) Néu A va B la hai sy kién bat ky thi

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B) (1.10)

Néu A va B la hai sy kién doc lap thi

P(AB) = P(A)P(B) (1.11)

(b) M& rong cho tich n sy kién bat ky Ay, Ay, ..., Ay

P(A1Ay ... Ay) = P(A1)P(A3|A1)P(A3|A1A2) .. . P(Au|A1As. .. Anr)|  (112)

Néu Ay, Ay, ..., A, doc lap trong t6ng thé, thi:

P(A1A,...Ay) = P(A1)P(Az) ... P(A,) (1.13)

Nhén xét 1.9. Cong thitc nhan (1.11) cung cap cho ta mot phuong phap dé thuc hanh dé kiém
tra tinh doc 1ap cta hai su kién ngau nhién.

Vi du 1.23. Gieo dong thoi hai dong xu can déi dong chat lén mat ph:fmg cung. Goi A; la su
kién "{t nhat mot dong xu xuat hién mat sap", A, 1a sy kién "it nhat mot dong xu xuét hién

mat ngira”, Az la su kién "c6 ba dong xu xuat hién mat ngtra". A1, Ay, Az c6 doc lap khong?

Loi gidi Vi du|1.23) Mac du P(A1A2A3) = 0 = P(A;)P(A2)P(A3), nhung P(A1Az) = % +

3 3
1 X 4_1 = P(Al)P(Az) Do d(), Al/ Az, A3 khéng df)C lép

Vi du 1.24. C6 4 que tham, trong d6 c¢6 3 que thim dai bang nhau va 1 que thim ngan hon.
B6n ngudi lan lugt 1én riat ngdu nhién mot que tham. Tinh xac suat ngudi thi 7 rut duge tham
ng:fm (i=1,2,3,4).
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Loi gidi Vi du Goi A; 1a su kién "lan tha i rit dugc tham ngén”, B; 1a su kién “nguoi th i
rut dugc tham ngén”, i=1,2,3,4. Khi do,

»Jkl)—‘

P(By) =

P (By) = P(A14;) = ( 1) (AzyAl) f’Ix%: =

2 v - v g 2 e 1N N v 1
Vay kha nang rut dugc tham ngan cua 4 nguoi la nhu nhau va bang T
Vi du 1.25. Mot t6 ¢6 15 sinh vién trong d6 c6 5 sinh vién hoc giéi mon Xac suat thong ke.
Chia t6 nay thanh 5 nhém, méi nhém 3 ngudi. Tinh xac suat dé nhém nao cling c6 mot sinh
vién hoc gidi mon Xac suat thong ké.
Loi gidi Vi du Goi A 1a su kién "nhém nao ciing ¢c6 moét sinh vién hoc gioi mon Xac suat
théng ké"; A;jla su kién "nhom i c6 mét sinh vién hoc gidi mon Xac suat théng kée",i=1,...,5.
Khido A = Al A2A3A4A5. Su dung Cf)l’lg thic nhan 1’

P(A) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A)P(A4|A1A2A3)P(As|A1AA3AY),

trong do
CixC3 45 ClxC2 28
P(A;) = =210 — = P(A,|A) = 4~ 8 _ =°
(A1) 3, 91’ (A2]41) 3, 55
ClxCZ 15 ClxC: 3
P(A3|A1Ay) = 22 76 — = P(A4|A1ArAz) = 2 - "4 =
(A3|A1A) o T (Ag|A1A2A3) & 5
Cl x C?
P(As|A1AyA3Ay) = =L X3 2 =1
G
. 81
1.4.3 Céng thitc cong xac suat
(a) Néu A va B la hai sy kién bat ky thi
P(A+B) = P(A) + P(B) — P(AB) (1.14)
Néu A va B 1a hai su kién xung khac thi
P(A+ B) = P(A) + P(B) (1.15)
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O

Hinh 1.6: Minh hoa cong thitc cong

(b) Néu A, B va C 1a ba su kién bat ky thi

P(A+B+C)=P(A)+P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)| (1.16)

(c) M& rong cho téng n su kién bat ky Ay, A, ..., Ay:

P(éA,-) = éP(Ai) — Y P(AiA) + Y P(AAA) —...

i<j i<j<k

+ (=1)""IP(A1A, ... Ap). (1.17)

Néu A4, Ay, ..., Ay xung khac tung doi thi

P(f&) _y P(A) (1.18)
i=1 i=1

Dic biét:

2z N n
(@) Neu Ay, Ay,..., Ay lahé day da cacsu kién thi ) P(A4;) = 1.
i=1

(b) P(A) =1—P(A).
(c) P(A) = P(AB) + P(AB).

Vi du 1.26. M6t 16p c6 100 sinh vién, trong dé c6 40 sinh vién gioi ngoai ngtt, 30 sinh vién
gioi todn xac sut, 20 sinh vién gidi ca ngoai ngl 1an toan xac suat. Chon ngau nhién mot sinh

vién trong 16p. Tim xac suat dé sinh vién dé gioi it nhat 1 trong 2 mon trén.

Loi gidi Vi du Goi A 1a su kién "sinh vién d6 gidi it nhat 1 trong 2 mon ngoai ngtt, todn
xac suat"; N 1a su kién "sinh vién d6 gidi ngoai ngt"; T 1a su kién "sinh vién d¢ gidi toan xac
suat". Khidoé, A = T+ N.Suy ra

30 40 20 50
P(A) = P(T =P(T)+P — P(TN) = = = =0,5.
(4) (T+N) (T) + P(N) (TN) 100 + 100 100 100 0,5

Vi du 1.27. Ba xa thu doc lap véi nhau cling ban sting vao bia. Xac suat ban tring bia ctia xa
thui thi nhét, thi hai, thit ba tuong tng 12 0,7, 0,8 va 0,9. Tinh xac suat dé:
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(a) c6 duy nhat mot xa tha ban tring bia;
(b) c6 diing hai xa tht ban triing bia;
(c) c6 it nhat mot xa tha ban triing bia;
(d) xa tht thir nhat ban triing bia biét rang c6 hai xa thti ban triing bia.
Loi gidi Vi du GQi A; 1a cc su kién "xa tht thit i ban tring bia", i = 1,2, 3.
(@) Goi A la su kién "c6 duy nhat mot xa tha ban trung bia". Khi do,
A= A1AyA; + A1ArAs + A1 AxAs.

St dung cong thic cong (1.18) va cong thirc nhan (1.13)) trong truong hgp cac su kién

xung khac va doc lap suy ra
P(A) = P(A1)P(A2)P(As3) + P(A1)P(A2)P(As3) + P(A1)P(A2)P(As)
=0,7%x0,2x%x0,140,3%x0,8x0,1+0,3x%x0,2x0,9=0,092.
(b) Goi B la su kién "c6 dung hai xa thu ban trang bia". Khi do,
B = A1AyAs + A1AyAz + A1 Ay As.

Lam tuong tu y (a), P(B) = 0,398.

(c) Goi C la su kién "it nhat mot xa thi ban trang bia", khi do
Hoac C = A; + Ay + A3z,

P(C) = P(A1) + P(A2) + P(A3) — P(A1A2) — P(A1A3) — P(A2A3) + P(A1A243)
= 0,994.

P(C) = P(A1)P(A;)P(A3), P(C)=1-P(C)=1-0,006=0,994.

Hodc C = A+ B+ A1AyAs, P(C) = P(A) + P(B) + P(A1A2A3) = 0,994,

P(A1B)  P(A1A2A3+ A1A2A;) 0,182

= = =0, 46.
P(B) P(B) 0,398

(d) P(Aq|B) =
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BAI 4 (2 tiét)

1.5 Cong thuc Béc-nu-li

1.5.1 Day phép thu doc lap

Dinh nghia 1.15 (Day phép thir doc 1ap). Cac phép thir dugc goi la doc 1ap vdi nhau néu xac
suat dé xdy ra mot sy kién nao dé trong ting phép thit sé khong phu thudc vao viéc sy kién

do6 c6 xay ra & cac phép thir khac hay khong.
Vi du 1.28. Tung nhiéu lan mot dong xu sé tao nén cac phép thir doc lap. Lay nhiéu lan san
pham tir mot 16 san phdm theo phuong thic c6 hoan lai cting tao nén cac phép thir doc lap.
1.5.2 Luogc d6 Béc-nu-li

1. Gia st ta tién hanh n phép thir doc lap.

2. Trong moi phép thir chi c6 hai truong hop: hodc sy kién A xdy ra, hodc sy kién A khong
xay ra (tuc la xdy ra A).

3. Xac suat xay ra A trong moi phép thir déu bang p (tic la P(A) = p) va xac suat khong
xay ra A trong mdi phép thir déu bang g = 1 — p (ticla P(A) =1 — p).

Nhirng bai toan théa man ca ba diéu kién trén dugc goi 1a tuan theo luge dd Béc-nu-li (hay
day phép thir Béc-nu-li).

1.5.3 Cong thuc Béc-nu-li

Pinh ly 1.1. Trong lugc dd Béc-nu-li (hay day phép thi Béc—nu-li)

(a) X4c suat dé sy kién A xuat hién dung k lan, ky hiéu 1a P, (k), dugc xac dinh béi

Py(k) = CkpF(1 = p)* %, k=0,1,...,n (1.19)

(b) Xac suat dé sy kién A xuat hién tir k; dén k; 1an, ky hiéu 1a P, (kq, k»):

ko ko
Pu(ki ko) = Y Pu(k) = Y Chpf(1—p)** (1.20)
k=k, k=k,

Chung minh. (a) Goi B la su kién "trong day n phép thit Béc—nu-li, su kién A xuat hién dung
k 1an". Ta thay B c6 thé xay ra nhiéu phuong 4n khac nhau mién sao trong d6 su kién A xuat
hién diing k 1an. Khi d6, c6 Ck phuong dn nhu vay. Con xac suat xay ra mot phuong an sé la
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pkq”’k do cac phép thir 1a doc lap, su kién A xuat hién k 1an, su kién A xudt hién n — k 1an. Tix
do6 ta c6 cong thitc can ching minh.
(b) Suy truc tiép tur y (a).

Nhan xét 1.10. Néu mdt bai toan thoa man luge do Béc—nu-li thi viéc st dung cong thie (T.19)
hay (T.20) sé don gian hon rat nhiéu so véi viéc diing cac cong thitc nhan xac suat va cong xac
suat. Do d6 chuing c6 y nghia thyc tién rat 1on.

Vi du 1.29. Trong phan xudng c6 5 may hoat dong doc lap. Xac suat dé trong mdi ca mdi may

bi héng déu bang 0,1.
(a) Tim xac suat dé trong ca d6 c6 ding 2 may hong.

(b) (Dé thi gitta ky 20182) Biét rang trong mot ca c6 dting 2 may hong. Tinh xac suat dé may
thit nhat khong hong.

Loi gidi Vi du
(a) Coi su hoat dong ctia moi may la mot phép thir. Ta ¢6 5 phép thir doc 14p; trong moi
phép thir chi c6 2 trudng hgp: hodc may hong, hodc may khong hong; xac suat hong ctia

mdi may déu bang 0,1. Nhu vay, bai todn théa man lugc dd Béc-nu-livéin =5, p = 0,1
va k = 2. Ap dung cong thitc Béc-nu-li (T.19) ta c6 xac suat can tim la:

P5(2) = C2 x (0,1)% x (0,9)° = 0,0729.

Néu st dung cong thitc cong va nhan xac suat vdi A la sy kién "trong ca d6 c6 ding 2
may hong", A; 1a su kién "may 7 bi hong trong ca",i = 1,2,...,5, ta sé tinh xac suat cua

A trén co s6 phan tich:

A= A1A223Z4Z5 + A122A3Z4Z5 + AleZ3A4Z5 + A1222324A5+
+ A1Ar A3 AyAs + A1 Ay A3 AyAs + Ay As Az Ay As+
+ 2122A3A4Z5 + 2122A3Z4A5 + 212223A4A5

va st dung tinh xung khac, tinh doc 1ap ctia cac su kién. RS rang viéc st dung cong thiic
(1.19) cho vi du nay don gian hon rat nhiéu.

P(A1)P(AJA;)  0,9%x Cix (0,1)2x(0,9)> 0,04374

(b) P(Ar]4) = P(A) 0,0729 = 0,029 ~ U

Vi du 1.30. Hai van dong vién béng ban A va B ddu mot tran gom t6i da 5 van (khong c6 két
qua hoa sau méi van va tran dau sé dirng néu mot ngudi ndo dé thang trude 3 van). Xac sut

dé A thang dugc d mot van1a 0,7.

(a) Tinh cac xac suat dé A thang sau x van (x = 3,4,5).
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(b) Tinh xac suat dé tran dau két thiic sau 5 van.
Loi gidi Vi du[1.30)
(a) Viéc A thang sau x van (x = 3,4,5) tuong duong véi sy kién "van thit x ngudi A thang
va trong x — 1 van dau ngudi A thang 2 van". Khi d6, xac suat can tim la
py =0,7xP,_1(2) =0,7 x C2_, x (0,7)% x (0,3)*73,
cu thé:
p3 =0,7 x P,(2) = 0,7 x C3 x (0,7)2 x (0,3)° = 0,343,

py = 0,7 x P3(2) = 0,7 x C3 x (0,7)? x (0,3)! = 0,3087,
ps =0,7 x P4(2) = 0,7 x C3 x (0,7)% x (0,3)% = 0,18522.

(b) Su kién "tran dau két thuc sau 5 van" tuong duong voi su kién "trong 4 van dau moi

nguoi thang 2 van". Khi d6 xac suat can tim 1a:
Py(2) = C3 x (0,7)% x (0,3)> = 0,2646.

Vi du 1.31. Ty 1é phé phdm ctia mot 16 hang 1a 1%. Héi cd mau can chon ra la bao nhiéu (c6

hoan lai) sao cho trong mau c6 it nhat 1 phé phdm véi xac suat 16n hon 0,95?

Loi gidi Vi du Gia st mau chon ra ¢6 kich c6 1a n va viéc chon ra mot san pham c6 hoan
lai 1a mot phép tht Béc-nu-li vdi p = 0,01. Goi A 1a sy kién "trong mau c6 it nhat mot phé
pham" thi A sé la su kién "trong mau khong c6 phé phdm nao". Khi d6 A= A{A,... Ay, VHi
A; 1a sy kién "san pham tht i 1y ra khong la phé phdm",i = 1,2,...,n.Suy ra

P(A) =1-P(A)=1-(0,99)".

Theo yéu cau ctia dau bai, P(A) > 0,95 tic1a 1 — (0,99)" > 0,95 hay 0,05 > (0,99)". Tir day

suy ra
log 0, 05
> = o~

~ 298.
log 0,99 78

1.54 S6 c6 kha niang nhat trong lugc do6 Béc—nu-li

Trong luge d6 Béc—nu-li, s6 xp ma tai d6 xac suat dat gia tri 1on nhat goi 1a s6 c6 kha ning
nhéat (hay s6 lan xuét hién chac chan nhat).
Céach xac dinh sb c6 kha nang nhét x:

(@) Néu np — g € Z thi c6 hai s6 c6 kha nang nhat xo = np —gvaxg = np — g + 1.

(b) Néunp = q ¢ Z thi xg = [np —q| + 1, & day [np — g] 1a phan nguyén ctia np — g (phan
nguyén dugc xac dinh nhu saunéu 1 < x < 2thi [x] = 1,néu2 < x <3 thi [x] =2...).
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Vi du 1.32. Ty 1é mac mot loai bénh A § mot vung 1a 10%. Trong dgt kham bénh cho viing dé
ngudi ta da kham 100 nguoi. Tim s6 nguoi bi bénh A ¢6 kha nang nhat? Tinh xac suat tuong
ung.

Loi gidgi Vi du Bai toan thda man luge d6 Béc—nu-li véi n = 100, p = 0, 1. Theo bai ra ta c6
np—q=100x0,1-0,9=9,1 ¢ Z. Vay s6 ngudi bi bénh A c6 kha nang nhat khi kham 100
ngudila [9,1] + 1 = 10 nguoi va xac sudt tuong tng la Py (10) = C13, x (0,1)10 x (0,9)% ~
0,1319.

1.5.5 Cong thitc xap xi

Khi 7 va k kha 16n thi viéc tinh todn xac suat theo (T.19) va (T.20) rat cong kénh va kho khan,

vi vy ngudi ta tim cach tinh gan dung cac xac suat do.

(a) Xép xi Poa-xong;: Néu n rat 16n, trong khi p rat nho, xac suit theo cong thuc (1.19) c6 thé

xap xi bang

P, (k) (2—!)keA (1.21)

12

Xéc suat nay dugc tinh sén trong bang gia tri ham khdi lugng xéac suat Poa—xong (Phu

luc 5) v6i A = np.

(b) Xap xi chuin (dinh ly giéi han dia phuong Moa-vro-Lap-la-xo): Néu  16n nhung p khong

qua bé va qua 16n ta c6 xap xi

Pk~ 20K k—np 1.22
(k) N Xk N (1.22)

xz N ~ 7 . 7’ . 7 . ’ kd . .
trong do ¢(x) = e~ 7 la ham Gao—x0 vdi cac gia tri dugc tinh trong bang gia tri

27
ham Gao—xd (Phu luc 1) déi véi cac gia tri x duong. Ham ¢(x) 1a ham chan, tic la

@(—x) = ¢(x). Khi x > 4 ta c6 thé 1ay ¢(x) ~ 0.

(c) Xap xi cho cong thirc (T.20) (dinh ly gi6i han tich phan Moa-vro-Lap-la-xo): Néu n 16n
nhung p khong quéa bé va qua 1on thi xac suat trong (T.20) c6 thé xap xi bang

_ ki—mnp

Pn(kl;kz) ~ (I)(Xz) — ¢(x1), X; = \/n_pq , 1= 1,2 (123)

trong do

_£2

1 X
(x) = \/T_no/e > dt (1.24)
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la ham Lap-la—xo vdi cac gia tri dugc tinh trong bang gia tri ham Lap-la—xo (Phu luc 2)
dbi vdi cac gia tri x duong. Ham ¢(x) 1a ham 18, tic 1a ¢(—x) = —¢(x). Khi x > 5ta c6
thé lay ¢(x) ~ 0, 5.

Vi du 1.33. X4c suat dé san phadm sau khi san xuat khong dugc kiém tra chat lugng bang 0,2.

Tim x4c suat dé trong 400 san pham san xuat ra co:
(a) 80 san pham khong duge kiém tra chat lugng;
(b) tir 70 dén 100 san pham khong dugc kiém tra chat lugng.
Loi gidi Vi du Béi toan thoa man luge do Béc-nu-li véi n = 400, p = 0, 2.
(a) Ta phai tinh Py(80) theo cong thirc Béc-nu-li (1.19):
Pyo0(80) = Cigg x (0,2)% x (0,8)*.

Viéc tinh xac sut theo cong thirc nay kha phuc tap vi n = 400 kha 16n. Vi p = 0,2 khong
qua bé hodc qua 16n, ta sé tinh xap xi theo (3.37):

Papo(80) =~ @ ~ 0,04986
& day ¢(0) = 0,3989 dugc tra tur bang gia tri ham Gau-xo (Phu luc 1).
(b) Tuong tu, thay viéc dung cong thtc ta stt dung xap xi (3-40):
Pyo0(70;100) ~ ¢(2,5) — ¢(—1,25) ~ 0,49379 + 0,39435 = 0, 88814,

& day ¢(—1,25) = —0,39435, $(2,5) = 0,49379 tra ti bang gia tri ham Lap-la—xo (Phu
luc 2).

Vi du 1.34. Van chuyén 4000 chai rugu dén mot ctra hang. Xac suat dé méi chai rugu bi vo
trong qua trinh van chuyén 1a 0,001. Tinh xéac suat dé c6 7 chai rugu bi vé trong qua trinh van

chuyén.

Loi gidi Vi du Bai toan thoa man luge dd Béc—nu-li v6i n = 4000, p = 0,001. Ta phai tinh
Pyo00(7) theo cong thirc Béc—nu-li (1.19):

P1o00(7) = Clopo * (0,001)7 x (0,999)%%.

Vin = 4000 kha 16n, p = 0,001 kha bé, nén ta sé tinh xép xi theo (1.21)):

47
Pyoo(7) =~ a(2, 71828)~* ~ 0,05954.

Ta c6 thé tinh truc tiép hodc tra bang gia tri ham khéi lugng Poa-xong (Phu luc 5).
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1.6 Cong thirc xac suat day da. Cong thirc Bay—ét

1.6.1 Cong thitc xac suat day da

Dinh 1y 1.2. Gia sif cac sy kién Ay, A, ..., Ay 1ap thanh mot hé day du va H 1a moét sy kién
nao do. Khi do,

P(H) =} P(A;)P(H|A;) (1.25)

n
i=1

Cong thuc dugc goi la cong thitc xdc suat day du (hay cong thic xac suat toan
phan). Céng thitc nay cho phép ta tinh xac suat P(H) néu biét cac xac sut P(A;) va P(H|A;),
i=1,2,...,n.

Ching minh. Tir gia thiét ta c6 H = HS = H(A; + Ax + - - - + A). St dung tinh xung khac

cta cac su kién va cong thic nhan suy ra

P(H) = P(HA,) + P(HAy) + - - - + P)HA,
= P(A1)P(H|A1) + P(A2)P(H|Az) + - - - + P(Au) P(H|An).

1.6.2 Cong thuc Bay—ét

Dinh ly 1.3. Gia st ta c6 mot hé déy du Ay, Ay, ..., Ay, sau d6 c6 thém su kién H nao d6. Khi
dé xac suat P(Ax|H), k = 1,2,...,n, dugc xac dinh bdi:

P(Ay)P(H|A)

PAAH) = S 5 p(H| A7)’

k=1,2,...,n (1.26)

Cong thuc (1.26) dugc goi 1a cong thirc Bay-ét.
Chung minh. St dung cong thuc nhan (1.10) P(AyH) = P(Ax)P(H|Ax) = P(H)P(Ag|H).
Suy ra

P(Ax)P(H[Ar)
P(H)

P(A[H) =

Tir day st dung cong thirc xac suat day da (1.25) suy ra cong thire (1.26).

Nhan xét 1.11. (a) Cac xac suat P(A;),i =1,2,...,n da duoc xac dinh tir trudc, thuong dugc

goi 1a xac suat tién nghiém.

(b) Cac xéac suat P(A;|H),i =1,2,...,n dugc xac dinh sau khi da c6 két qua thi nghiém nao
doé thé hién qua sy xuat hién ctia H, thuong goi la xac suat hau nghiém. Nhu vay, cong
thirc Bay—ét cho phép danh gia lai xac suat xay ra cac sy kién A; sau khi da c6 thém
thong tin vé H.
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Chu y 1.7. (a) Mubn dung cong thirc xac suat day dt (1.25) hodc cong thitc Bay—ét (1.26) nhat
dinh phai c6 hé day du.

(b) Néu (T.25) cho ta xac suat khong c6 diéu kién thi (T.26) cho phép tinh xac suat c6 diéu
kién, trong d6 su kién A; can tinh xéac suét phai 1a mot thanh vién ctia nhém day du
dang xét. Tir d6 thay rang viéc dung cong thitc Bay—ét dé tinh xac suat c6 diéu kién da

gdi y cho ta cach chon nhém day du sao cho su kién quan tam phai la thanh vién.

(c) Trong trudng hop khong c6, hodc rat kho xac dinh nhém day du ta nén dung cong thic
(1.26), trong truong hop nay tinh P(H) sé kho hon la dung cong thuc (1.25).

Vi du 1.35. Mot nha mdy c6 ba phan xudng san xuat ra cing mot loai sdn phdm. Xac suat dé

phéan xudng 1, phan xudng 2 va phan xudng 3 san xuat dugc san pham loai mot lan lugt 1a

0,7,0,8 va 0,6. Tir mot 16 hang gdm 20% san phdm ctia phan xudng 1, 50% san pham ctia phan

xudng 2 va 30% san pham ctia phan xudng 3 ngudi ta 1dy ra mot san pham dé kiém tra.

(a) Tinh x4c suat dé sdn pham dugc kiém tra la loai mot.

(b) Biét san phdm duoc kiém tra la loai mot. Tinh xac suat dé san pham nay do phan xudng

2 san xuat.

Loi gidi Vi du Goi H la sy kién "san pham dugc kiém tra la loai mot"; A; 1a sy kién "san
phdm dugc kiém tra do phan xudng i san xuat", i = 1,2,3. Ta thy Ay, Ay, A3 tao thanh mot
hé day da véi P(A1) = 0,2, P(A) = 0,5va P(A3) =0,3.

(a) Ap dung cong thic xac suat day du (1.25) véi P(H|A;) = 0,7, P(H|As) = 0,8 va
P(H|A3) = 0,6 ta nhan dugc
P(H) = P(A1)P(H|Ay) + P(A2)P(H|Az) + P(A3)P(H|A3)
=0,2%x0,74+0,5%x0,84+0,3x0,6=0,72 = 72%.

Y nghia ctia xdc sudt nay 1a ty 1é san pham loai mot ctia nha may.
(b) Ap dung cong thirc Bay—ét (T.26) ta tinh

P(A>)P(H|A 0,5x0,8 5
gy — PP s
Y1 P(A;)P(H|A;) 0,72 9

Vi du 1.36. C6 hai 16 sdn pham: 16 I ¢6 7 chinh pham 3 phé phdm; 16 Il c6 6 chinh pham 2 phé
pham. Lay ngdu nhién 2 san phdm tir 16 1 b sang 16 11, sau d6 tir 16 11 1dy ngdu nhién ra 2 san

phfim.

(a) Tinh xac suat dé 2 san pham lay ra sau cting la chinh pham.
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(b) Gid str 2 sdn pham lay ra sau cuing 1a chinh phdm. Hay tinh xac suat dé 2 chinh pham
nay la cta 16 I (ban dau).
Loi gidi Vi du
(a) Goi H la su kién "hai sdn pham l4y ra sau cting la chinh phdm"; A; 1a su kién "trong 2 san

pham 14y tir 16 I bd sang 16 11 ¢6 i chinh phdm", i = 0,1,2. Khi d6 Ag, A1, A> tao thanh
mot hé day du vdi

c2 1 Clxcl 7 c2 7
P(Ap) = =2 = —; P(A)) = L= = —; P(A)) = =F = —;
c2, 15 c3, 15 c3, 15
va
C2 15 cz 21 C2 28
P(H|A¢) = =% = +%; P(H|A1) = = = =; P(H|Ay) = & = .
C2, 45 C2, 45 C3, 45

Ap dung cong thite xac suat day du (T.25)

P(H) = P(Ao)P(H|Ao) + P(A1)P(H|A1) + P(A2)P(H|Az)
1 15 7 21 7 28 358
= x—f x4 xZ2 =2 4,
1535515745575 5 65 0
(b) Ta khong thé chon nhém day da nhu trong ¥ (a), vi su kién can tinh xac suat khong la

thanh vién ciia nhém nay. Viéc chon nhém day du thich hgp xem nhu 1a bai tap.

Vi du 1.37. Mot ngudi ¢6 ba chd va thich nhu nhau dé cau ca. Xac suat dé cau dugc ca & mdi
ché tuong tng 12 0,6; 0,7 va 0,8. Biét rang dén mot chd ngudi d6 tha cau 3 1an va chi cau dugc
mot con ca. Tinh xac suat dé ca cau duoc & chd thit nhat.

Loi gidi Vi du Goi A; 1a sy kién "ngudi d6 chon cho thu i, i = 1,2,3, A la sy kién "cau
duogc ca". Khi do,

P(A) = P(A1)P(A|A1) + P(A3)P(A|Az) + P(A3)P(A|A3) = 0,191,

trong do
P(41) = P42) = Pl43) = 5,
P(A|A)) = P3(1) = Ci x (0,6)! x (0,4)> = 0,288,
P(A|Ay) = P5(1) = C} x (0,7)! x (0,3)% = 0,189,
P(A|A3) = P3(1) = C} x (0,8)! x (0,2)* = 0,096.
Tir day suy ra

P(A1)P(A|Ay)

= 0, 5026.
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Vi du 1.38. Ngudi ta ding mot thiét bi dé kiém tra mot loai sdn phadm nham xac dinh san
pham c6 dat yéu cau khong. Biét rang san pham c6 H 1é phé pham 1a 0,01. Thiét bi c6 kha
nang phét hién ding san pham la phé pham véi xéc suat 0,85 va phat hién ding san pham
dat chat lugng véi xac suat 0,9. Kiém tra ngdu nhién mot sdn pham, tim xac suét sao cho san
pham nay:

(a) Pugc két luan la phé pham.

(b) Pugc két luan 1a dat chat lugng thi lai la phé pham.

(c) Pugc két luan ding véi thuc chét ctia né.
Loi gidi Vidu Goi A la sy kién "san phdm dugc chon 1a phé phdm", P(A) = 0,01, P(A) =
0,99.

(@) Goi H la su kién "san phadm dugc két luan 1a phé phdm", khi d6 H la su kién "san pham
duoc két luan 1a dat chat luong'". Theo dau bai, P(H|A) = 0,85, P(H|A) = 0,9. Suy ra

P(H) = P(A)P(H|A) + P(A)P(H|A) = 0,01 x 0,85 + 0,99 x 0,1 = 0,1075.

(b) P(H) =1-0,1075 = 0,8925. Suy ra

—. _ P(AH) _P(A)P(H|A) 0,01x0,15 _
P(AlH) = P(H) ~ PH) 0,895 =0,0017.

(c) P(AH)+P(AH) = P(A)P(H|A)+P(A)P(H|A) = 0,01 x0,85+0,99 x 0,9 = 0,8995.

Vi du 1.39. M6t hang hang khong cho biét rang 5% sb khach dat trude vé cho cac chuyén da
dinh sé hoan khong di chuyén bay d6. Do d6 hang da dua ra mot chinh séach 1a sé ban 52 ghé
cho mot chuyén bay ma trong dé mdi chuyén chi trd dugc 50 khach hang. Tim xéc suat dé tat
cé cac khach dat ché trude va khong hoan chuyén bay déu c6 ghé. Biét rang xac suat ban dugc
51 vé hoac 52 vé la nhu nhau va bé“mg 10%.
Loi gidi Vi du Goi A la su kién "ban dugce 52 vé", B la su kién "ban duogc 51 vé", C la su
kién "ban dugc < 50 vé". Khi d6 A, B, C tao thanh mét nhom day du, P(A) = P(B) = 0,1 va
P(C) =0,8.

Goi H la sy kién "tat ca cac khach hang dat chd trude va khong hoan chuyén bay déu du
chd", suy ra H 1a sy kién "khach hang khong du chd". Khi d6

P(H

~—

= P(A)P(H|A) + P(B)P(H|B) + P(C)P(H|C),
trong do

P(H|A) = Ps5,(0) + Psp(1) = (0,95)°% + 52 x (0,95)°! x (0,05)?,

Tir 46 P(H) = 0,0333, suy ra P(H) = 0, 6667.
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Vi du 1.40. Ba nguoi thg cing may mot loai 40 véi xac suat may dugc sdn pham chat luong
cao tuong ungla 0,9; 0,9 va 0,8. Biét mot nguoi khi may 8 4o thi c6 6 san phé{m chéat luong cao.

Tim x4c suat dé ngudi d6 may 8 40 nia thi c6 6 4o chat lugng cao.

Loi gidi Vi du Goi A la sy kién "trong 8 40 dau tién c6 6 4o chat lugng cao"; A; 1a sy kién
s 1
"8 ao dau tién do nguoi tho thu i may", i = 1,2,3 vdi P(A;) = 3 i = 1,2,3. Theo cong thuc

xac suat day du
P(A) = P(A1)P(A|A1) 4+ P(A2)P(A|A;) + P(A3) P(A]A3)

1
=3 X C§ x (0,9)° x (0,1)% +C§ x (0,9)® x (0,1)* 4 C§ x (0,8)® x (0,2)*| ~0,2.

Goi B la su kién "trong 8 40 sau c6 6 4o chat lugng cao".

P(B) = iP(Ai|A)P(B]A,-A) = 0,225,
i=1

trong d6 cac xac suat P(Aq]A), P(Az]A), P(A3|A) dugce xac dinh theo cong thiic Bay-et.

1.7 Tong hop mot s6 deé thi

Vi du 1.41 (Dé thi MI2020 ky 20151). Ra khéi phong khéch, 6 ngudi ctiing x6 ngau nhién vao
mot doi gidy trong bong t6i. Mdi ngudi chi ¢6 thé phan biét chiée giay phai vdi chiée giay trai,
con khong thé phan biét dugc giay ciia minh véi gidy ctia ngudi khac. Tinh xac sut dé

(a) Moi ngudi khach xo6 vao dung doi giady ctia minh.

(b) Mbi ngudi khach x4 vao ding hai chiée giay ctia cing mot doi nao do.
Loi gidi Vi du

(a) Goi A la sy kién "ca 6 ngudi khach déu xo6 ding doi giay ctia minh"; A; 1a sy kién "ngudi

thu i xo6 dung doi giay cia minh",i =1,2,...,6. Khido A = A1AyA3A4A5A¢ va

1 1 1

1
P(A) = P(Al)P(AzlAl) ce P(A6|A1A2A3A4A5) = —= X X e

62 52

12T (e

(b) Goi B la sy kién "méi ngudi khach déu x6 dung 2 chiéc gidy ctia cing mot d6i'; B; la
su kién "ngudi thi i x6 ding 2 chiée giay cta cing mot d6i", i = 1,2,...,6. Khi do
B = BleB3B4B5B6 va

X

Q1| =

P(B) = P(B1)P(B2|B1) ... P(Bg|B1B2B3ByBs) =

N =

Vi du 1.42 (Dé thi MI2020 ky 20161). Biét tir vi tri A dén B c6 hai duong di véi xac suét bi
ngap ctia mdi con dudng 1a p; tir B dén C cling c6 hai duong di v6i xac suat bi ngap ciia méi
con duong cling 1a p. Biét duong di tir A dén C bi ngap, tinh xac suat dé duong di tir A dén B
khong bi ngap.
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Loi gidi Vidu Goi E 4 1a su kién "duong di tir A dén B khong ngap", khi d6 E 43 1a sy kién
"dudng di tir A dén B bi ngap". Xac suat can tim la

P[(Eag)(Eac)] _ P[(Eap)(Epc)] _ P(Eap)P(Esc)
P(Eac) P(Eac) P(Eac)

Puong di tir B dén C bi ngap néu ca hai duong di déu bi ngap, do do xac sut dé duong

P(Eag|Eac) =

di tir B dén C bi ngap la P(Epc) = p? va xdc suat dé duong di tir A dén B khong ngap la
P(Eap) =1—p*

Puong di tir A dén C khong ngap néu duong di tir A dén B khong ngap va duong di
tit B dén C cling khong ngap, nén xac suit dé duong di tir A dén C bi ngap 1a P(Exc) =
1—(1-p?)>

Vay
s (1-p*)p?

P(EAB|E = .
Vi du 1.43 (Dé thi M12020 ky 20171). M6t phan xudng c6 hai may san xuat cing mot loai san
pham vdi ty 16 phé phdm ctia cdc may tuong tng 1a 0,2% va 0,5%. Tix kho chung chita 10 san

pham ctia mdy I va 8 san pham ctia mdy II chon ngau nhién ra 2 san pham.
(a) Tinh xac suat dé trong 2 san pham dugc chon c6 dung 1 phé pham.

(b) Biét trong 2 san pham dugc chon c6 dung 1 phé phdm, tinh xac suat dé 2 san pham d6

do may II san xuét.
Loi gidi Vi du
(a) Goi Ay, Ay, Az la cac su kién "2 san pham ldy ra do may I, may II, 1 sdn phdm ctia may I

va 1 san phdm ctia may II san xuat". H 1a sy kién "trong 2 sdn phdm dugc chon c6 dung

1 phé phém".
P(H) = P(A1)P(H|A1) + P(A2)P(H|Az) + P(A3)P(H|A3)

C2 C2 cl cl
trong d6 P(A1) = =2, P(Ay) = =8, P(A;) = —978,
Cls Ciy Cls
P(H|A;) = C}(0,002)(0,998), P(H|Az) = C1(0,005)(0,995), P(H|A3) = (0,002)(0,995) +

(0,005)(0,998).
Tir day suy ra P(H).

P(A2)P(H|A)
P(H)

(b) Can tinh P(A;|H) = ~ 0,274.

Vi du 1.44 (Dé thi M12020 ky 20173). Mot 16 hang c6 15 sdn phdm gom 6 san pham loai A, 5

san pham loai B va 4 san phdm loai C. Chon ngau nhién ra 4 san pham.
(a) Tinh xac suat dé trong 4 san pham dugc chon c6 ding 2 san pham loai B.
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(b) Biét trong 4 sdn pham dugc chon c6 ding 2 san phadm loai A, tinh xac suat dé trong 4

san pham d6 c6 dung 1 san phdm loai C.

Loi gidi Vi du

(a) Goi D la sy kién"trong 4 san pham duoc chon c6 ding 2 san pham loai B". P(D) =
C2C?
— 10 ~0,3297.
Cis

(b) Goi H: "trong 4 san pham dugc chon ¢6 dung 2 san pham loai A", E: "trong 4 san pham

. N\ P(EH
d6 c6 ding 1 san pham loai C". Can tinh P(E|H) = P((H)) . Trong d6
C2C3 c2cicl
P(H) = =22 ~0,3956 va P(EH) = —¢ =5 ~0,2918.
C C#
15 15
P(EH)
ay P(E|H) = ~ .
Vay P(E|H) P(H) 0,5556

Vi du 1.45 (Dé thi MI2020 ky 20182). Cho ba sy kién A, B, C doc lap tung doi théa man
P(A) = P(B) = P(C) = p va P(ABC) = 0.

(a) Tinh P(ABC); P(ABC); P(ABC).
(b) Tim gia tri p 16n nhat c6 thé co.
Loi gidi Vi du[1.45]
(a) Vi ABC + ABC = AB; ABC va ABC xung khac; A va B doc lap, nén
P(ABC) = P(AB) — P(ABC) = P(A)P(B) — 0 = p.
Vi A = AB C + ABC + ABC + ABC, stt dung tinh xung khac ctia cac su kién,

P( P(A) — P(ABC) — P(ABC) — P(ABC) = p — 2p*.

o

BC)

Ol
o]

=BCnén P(ABC)=P(BC) - P(ABC) =1-3p+ 3p>.

O

ViABC+ AB
(b) Tiry (a) va dau bai ta c6 P(ABC) = 0, P(ABC) = P(ABC) = P(ABC) = p? P(ABC) =
P(ABC) = P(ABC) = p —2p?, P(ABC) = 1 —3p + 3p% Khi d6 p thda man hé

0<p*<1,
0<p—2p*<1,
0<1-3p+3p*<1.

Hé nay tuong duong v6i 0 < p < 0,5. Vay gid tri p lon nhat1a 0, 5.
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Vi du 1.46 (Dé thi MI2020 ky 20183). C6 mét nhém 4 sinh vién, mbi ngudi c6 mot chiéc ma
gibng hét nhau dé trén gia. Khi ra khdi phong, mdi ngudi ldy ngdu nhién mot chiéc ma dé

doi. Tinh xac suat dé:
(a) Sinh vién thit nhat va sinh vién thit hai lay ding mi ctia minh.
(b) C6 it nhat mot sinh vién ldy ding mt ctia minh.

Loi gidi Vi du Goi A 1a sy kién "c6 it nhat mét sinh vién ldy ding mii ctia minh"; A; 1a sy
kién "sinh vién thu i léy dung mi caa minh",i =1,2,3,4.
1
(a) P(AlAz) == P(Al)P(A2|A1) = E ~ 0, 0833.
(b)

P(A) =P(A1+ Ay + Az + Ay)
4
=) _P( P(A1Ay) — P(A1A3) — P(A1Ay) — P(AyA3)
i=1
— P(AyAy) — P(A3A4) + P(A1AyA3) + P(A1A2AL)

+ P(A1A3Ay) + P(ApA3Ay) — P(A1A2A3A4)

1 1 1 1

Vi du 1.47 (Dé thi MI12020 ky 20191). Lop MI2020 c6 80 sinh vién trong dé c6 20 sinh vién
thudc t6 I, 25 sinh vién thudc t6 11 va 35 sinh vién thudc t6 III. Chon ngau nhién 10 sinh vién

rong 16p tham du trai he. Tinh xac suat dé madi té ¢6 it nhat 1 sinh vién duoc chon.
trong 16p tham du trai hé. Tinh xéc sust dé méi t6 c6 it nhit 1 sinh vién duoe che

Loi gidi Vi du Goi A 1a su kién "MJdi t6 c6 it nhat 1 sinh vién duge chon', A;: "td i ¢6 it nhat
1 sinh vién duoc chon",i =1,2,3. Khido, A = A1AyA3 va

P(A) = P(A1AyA3) =1 — P(A; + Ay + A3).
Str dung cong thuc (1.16),

P(Zl —|—Zz —|—Z3) = P(Zl) + P(ZZ) + P(Zg) — P(le2) - P(le:;) - P(ZzZz) + P(leZZg;)
1
—cl

~1—0,06538 = 0,93462.

(CY 4 04 cloy— (Ccl4cloycld 40

Vi du 1.48 (Dé thi M12020 ky 20192). Cho biét xac suat d€ mot sinh vién mugn mot cudn sach
Ky thuat & thu vién la 0,8; con xac sudt mugn mot cudn sach Van hoc 1a 0,2. Mot ngay c6 5

sinh vién dén muon séach tai thu vién, méi ngudi mugn 2 cudn séach.

(a) Tinh x4c suat dé trong 5 ngudi do c6 ding 2 ngudi, mdi ngudi muon mot cudn sach Ky

thuat va mot cuon sach Van hoc.
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(b) Biét trong 5 ngudi ¢6 it nhat 2 ngudi, méi ngudi mugn 2 cudn sach Ky thuat; tinh xéac
suat dé trong 5 nguoi d6 c6 ding 2 ngudi, mbi ngudi muon 1 cudn sach Ky thuat va 1

cuén sach Van hoc.

Loi gidi Vi du (a) Xac suat dé trong hai ngudi c6 1 ngudi muon 1 sach ky thuat, 1 nguoi
muon sach van hoc la p = C1(0,8)(0,2) = 0,32.

Goi B : "dung 2 ngudi, mo6i ngudi muon 1 sach ky thuat, 1 ngudi mugn sach van hoc".
P(B) = C2(0,32)%(0,68)° ~ 0,3220.

(b) Goi H : "{tnhat 2 ngudi, mbi ngudi mugn 2 sach ky thuat", A : "ding 2 ngudi, méi nguoi
muon 1 sach ky thuat, 1 ngudi mugn sdch vanhoc". Tacé P(H) = 1—Y1_, CE(0,64)%(0,36)>F ~
0,9402.

Xdc suat can tim 1a P(A|H) = 555 = 03188 ~ 0,3391.

Vi du 1.49 (Dé thi cudi ky). Gia st dit ngdu nhién n birc thu vao n chiéc phong bi. Tinh xac
suat dé khong c6 buc thu nao dat ding phong bi.

Loi gidi Vi du Vidu Goi A la su kién "khong c6 buc thu nao dat dung phong bi", A; la su
kién "buc thu thu i dat dung phong bi". Khi d6 P(A) =1 —P(A1+ Ay + - - - + A,), trong d6

P(A1 +Ay+-- -+ Az) = P(AZ') — ZP(AiAj) + Z A,’A]'Ak +-- (—1)n_1P(A1A2 . An).
i=1 i<j i<j<k
Tinh
1x(n—1)! L
P(A) = (n! ) , ;P(AZ) =1,
1=
1x(n—2) 1
P(A1A;) = T LP(AA) =5
1<J
1x(n—3)! 1
P(A1ArA3) = (n' ), Y. AiAAL Y AiAA = 3
: i<j<k i<j<k
P(A1A A !
( 1 VA n) — E.
Vay
1 1 11
P(A)= gy =g+ ()"
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Bai tip Chuong

Bai tap 1.1. Mot hop c6 10 qua cau cing kich ¢& duge danh s tir 0 dén 9. Tir hop ngui ta lay
ngau nhién 1 qua ra va ghi lai s6 ctia qua d6, sau dé tra lai vao trong hop. Lam nhu vay 5 lan

ta thu dugc mot day s6 c6 5 chir sb.
(a) C6bao nhiéu két qua cho day s6 d6?
(b) C6 bao nhiéu két qua cho day sb d6 sao cho cac chit s6 trong d6 la khac nhau?

Bai tap 1.2. C6 6 ban Hoa, Trang, Van, Anh, Thai, Trung ngodi quanh mdt ban tron dé udng ca
phé, trong d6 ban Trang va Van khong ngodi canh nhau.

(a) C6 bao nhiéu cach xép 6 ban nay trén ban tron néu tat ca cac ghé la khong phan biét?
(b) C6 bao nhiéu cach xép 6 ban nay trén ban tron néu tat ca cac ghé c6 phan biét?

Bai tap 1.3. Tir mot bo bai tu lo kho 52 cay rit ngau nhién va khong quan tam dén thu ty 4
cdy. Co bao nhiéu kha nang xay ra truong hop trong 4 cay do:

(a) déula at;

(b) c6 duy nhat 1 cay at;

(c) c6 it nhat 1 cay at;

(d) c6 du 4 loairo, co, bich, nhép.

Bai tap 1.4. C6 20 sinh vién. C6 bao nhiéu cach chon ra 4 sinh vién (khong xét t6i tinh thi tu)

tham gia cau lac bo Van va 4 sinh vién tham gia cau lac b6 Toan trong truong hop:
(a) mot sinh vién chi tham gia nhiéu nhat mot cau lac bo;
(b) mdt sinh vién c6 thé tham gia ca hai cau lac bo.
Bai tap 1.5. Cho phuong trinh x + y + z = 100. Phuong trinh da cho c6 bao nhiéu nghiém:
(a) nguyén duong;
(b) nguyén khong am.

Bai tap 1.6. Thuc hién mét phép thir tung 2 con xuc Xac, roi ghi lai s6 chdm xuat hién trén moi
con. Goi x, y 1a s6 chAm xuét hién twong tng trén con xtc xac thir nhat va thi hai. Ky hiéu

khong gian mau Q = {(x,y) : 1 < x,y < 6}. Hay liét ké cdc phan tf ctia cac sy kién sau:
(a) A :"tong s6 chAm xuat hién 16n hon 8'";
(b) B :"c6 it nhat mot con xtic xac ra méat 2 chAm”";
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(c) C :"con xtic xac thit nhat c6 s6 chdm 16n hon 4';
(d) A+ B, A+ C,B+C, A+ B+ C,sau d6 thé hién thong qua so d6 Venn;
(e) AB, AC, BC, ABC, sau d6 thé hién thong qua so do Venn.

Bai tap 1.7. SO lugng nhan vién cta cong ty A dugc phan loai theo lira tudi va gidi tinh nhu

sau:
. Gidi tinh Nam | Nig
Dudi 30 120 | 170
Tir 30 — 40 260 | 420
Trén 40 400 | 230

Tim xac suat dé 14y ngau nhién mot ngudi ctia cong ty thi dugc:
(a) mot nhan vién trong do tudi 30 - 40;
(b) mot nam nhan vién trén 40 tudi;
(c) mot nit nhan vién tir 40 tudi trd xudng.

Bai tap 1.8. Mot kién hang c6 24 san pham, trong s0 d6 c6 14 san phdm loai I, 8 san phdm
loai Il va 2 san pham loai I1I. Ngudi ta chon ngdu nhién 4 san pham dé kiém tra. Tinh xéc suat

trong 4 san pham do:
(a) c6 3 san pham loai I va 1 san phdm loai IT;
(b) c6 it nhat 3 san pham loai [;
(c) c6 it nhat 1 sdn pham loai I1I.

Bai tap 1.9. C6 30 tam thé danh sb tir 1 t6i 30. Chon ngiu nhién ra 10 tdm thé. Tinh xac suat
de:

(a) tatca tam thé déu mang s6 chan;
(b) c6 dung 5 s6 chia hét cho 3;
(c) ¢6 5 tam thé mang s6 1€, 5 tim thé mang s6 chan trong d6 chi c6 mot s chia hét cho 10.

Bai tap 1.10. Viét Nam c6 64 tinh thanh, méi tinh thanh c6 2 dai biéu quéc hoi. Nguoi ta chon

ngau nhién 64 dai biéu qudc hoi dé thanh 1ap moét Gy ban. Tinh xac suat dé:
(a) trong Uy ban c6 it nhat mot ngudi cta thanh phd Ha Noi;
(b) mdi tinh c6 duing mot dai biéu trong iy ban.
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Bai tap 1.11. Mot doan tau c6 4 toa duogc danh s6 I, 11, III, IV d6 & san ga. C6 6 hanh khach tu

san ga lén tau. Moi ngudi doc 1ap vdi nhau chon ngau nhién mot toa. Tinh xac suat dé:
(a) toaIco 3 ngudi, toa Il ¢6 2 nguoi va toa III c6 1 nguoi;
(b) mot toa 6 3 ngudi, mot toa 2 ngudi, mot toa cd 1 nguoi;
(c) mdbi toa c6 it nhat 1 nguoi.

Bai tap 1.12. Gieo hai con xtic xac can dbi va dong chat. Mot con xtic xac ¢6 s6 chAm cac mat

1a1,2,3,4,5,6,con xtc xac con lai c6 sd chAm cac matla 2, 3,4, 5, 6, 6. Tinh xac suét:
(a) c6 dung 1 con xuc Xac ra mat 6 cham;
(b) c6 it nhat 1 con xtic xac ra mat 6 cham;
(c) tong s6 chdm xuét hién bang 7.

Bai tap 1.13. Trong mét thanh phd c6 5 khach san. C6 3 khéach du lich dén thanh phd d6, méi

ngudi chon ngau nhién mot khéach san. Tim xéc suat dé:
(@) mdi ngudi 6 mot khach san khac nhau;
(b) c6 dung 2 nguoi & cung mot khach san.

Bai tap 1.14. Mot 16p 6 3 t6 sinh vién: t6 I ¢6 12 ngudi, t6 11 ¢6 10 ngudi va t6 Il ¢6 15 ngudi.

Chon hua hoa ra mét nhém sinh vién gém 4 nguoi.
(a) Tinh xac suat dé trong nhém c6 diing mot sinh vién t6 L.

(b) Biét trong nhém c6 ding mot sinh vién t6 I, tinh xac suat dé trong nhém dé c6 ding

mot sinh vién t6 I11.

Bai tap 1.15. Ba nit nhan vién phuc vu A, B va C thay nhau rtra dia chén va gia st ba nguoi

nay déu “khéo 1é0” nhu nhau. Trong mot thang c6 4 chén bi vd. Tim xac suat dé:
(a) chi A danh vo 3 chén va chi B danh vo 1 chén;
(b) mot trong ba nguoi danh vo 3 chén;
(c) mot trong ba nguoi danh vo ca 4 chén.

Bai tap 1.16. Doi A c6 3 nguoi va doi B c6 3 nguoi tham gia vao mot cudce chay thi, 6 nguoi
c6 kha nang nhu nhau va xuat phét cting nhau. Tinh xac suat dé 3 ngudi doi A vé vi tri nhat,
nhi, ba.

Bai tap 1.17. Phan phdi ngdu nhién 1 vién bi vao n chiéc hop (biét rang moi hop c6 thé chira

ca n vién bi). Tinh xac suat dé:
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(a) HOop nao cting c6 bi;
(b) C6 dung mot hop khong co bi.

Bai tap 1.18. Hai nguoi hen gdp nhau & cong vién trong khodng thdi gian tir 5h00 dén 6h00
dé cting di tap thé duc. Hai ngudi quy udc ai dén khong thiy ngudi kia sé chi chd trong vong
10 phit. Gia st rang thdi diém hai ngudi dén cong vién 1a ngau nhién trong khoang tir 5h00
dén 6h00. Tinh xac suét dé hai nguoi gap nhau.

Bai tap 1.19. Cho doan thang AB c6 d6 dai 10cm. Ly mot diém C bét ky trén doan thang do.
Tinh x4c suat chénh léch do dai gitra hai doan théng AC va CB khong vugt qua 4cm.

Bai tap 1.20. Cho doan thang AB d6 dai 10cm. LAy hai diém C, D bat ky trén doan AB (C nam
gitta A va D). Tinh xac suat do dai AC, CD, DB tao thanh 3 canh mdt tam giac.

Bai tap 1.21. Cho cac sy kién A, B véi P(A) = P(B) = 1/2; P(AB) = 1/8. Tim:
(@) P(A+B);
(b) P(AB), P(A+ B).

Bai tap 1.22. Cho ba su kién A, B, C doc lap tung doéi théa man P(A) = P(B) = P(C) = pva
P(ABC) = 0.

(a) Tinh P(ABC); P(ABC); P(ABC).
(b) Tim gia tri p 16n nhat c6 thé co.

Bai tap 1.23. Trong cung mot phép tha, A va Bla cac su kién thoa man P(A) = 1/4, P(B) = 1/2.
Tinh x4c suat dé A khong xay ra nhung B xay ra trong cac truong hgp sau:

(a) A va Bxung khac;
(b) AsuyraB;
(c) P(AB) =1/s.

Bai tap 1.24. Cho hai su kién A va B trong d6 P(A) = 0,4 va P(B) = 0,7. Xac dinh gia tri 16n
nhat va nho nhat cia P(AB) va P(A + B) va diéu kién dat dugc cac gia tri do.

Bai tap 1.25. Ba nguoi A, B va C lan lugt tung mot dong xu. Gia st rang A tung dong xu dau
tién, B tung thit hai va thit ba C tung. Qua trinh 1ap di 14p lai cho dén khi ai thang bang viéc
trd thanh nguoi dau tién thu duge mat ngira. Xac dinh kha nang ma méi ngudi sé gianh chién
thang.

Bai tap 1.26. Trong mot thung kin ¢6 6 qua cau do, 5 qué cau trang, 4 qua cau vang. Lay ngau

nhién 1an lugt tirng qué cau cho dén khi lay dugc cau dé thi dirng lai. Tinh xac suat dé:
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(a) Ly duogc 2 cau trang, 1 cau vang.
(b) Khong c6 qua cau trang nao duoc lay ra.

Bai tap 1.27. Ba xa thu A, B, C ddc lap véi nhau cung ban sung vao bia. Xac suat ban trung
bia ctia 3 nguoi A, B va C tuong ung 1a 0,7, 0,6 va 0,9. Tinh xac suat dé:

(a) c6 duy nhat mot xa tht ban tring bia;

(b) c6 dung hai xa thti ban triing bia;

(c) c6 it nhat mot xa thti ban tring bia;

(d) xa tha A ban tring bia biét rang c6 hai xa thti ban tring bia.

Bai tap 1.28. Trén mot bang quang cdo, ngudi ta mac hai hé thong bong den doc 1ap. Hé thong
I gdm 4 béng mac ndi tiép, hé thong IT gdm 3 béng mac song song. Kha nang bi hong ctia méi
béng trong 18 gid thap sang lién tuc 1a 0,1. Viéc hong ctia méi béng ctia méi hé thong duge

xem nhu doc lap. Tinh xac suat dé trong 18 gid thap sang lién tuc:
(a) ca hai hé théng bi hong;
(b) chi c6é mot hé thong bi hong.

Bai tap 1.29. C6 6 khdu sting cti va 4 khiu sting mdi, trong d6 xac suét tring khi ban bang
sting cti 1a 0,8, con sting mdi 1a 0,95. Ban ht hoa bang mot khdu sting vao mot muc tiéu thi
thay tring. Diéu gi c6 kha nang xay ra 16n hon: ban bang khiu sting méi hay ban bang khau

sung cu?

Bai tap 1.30. Theo thong ké xac suat dé hai ngay lién tiép c6 mua & mot thanh phd vao mua
he 1a 0,5; con khong mua la 0,3. Biét cac su kién c6 mot ngay mua, mot ngay khong mua la

dong kha nang. Tinh xac suat dé ngay thit hai c6 mua, biét ngay dau khong mua.

Bai tap 1.31. Mot hop chira a qua bong mau dé va b qua bong mau xanh. Mot qua bong dugc
chon ngau nhién va quan sat mau sac ctia né. Sau d6 béng duoc tra lai cho vao hop va k béng
cling mau ctng dugc thém vao hop. Mot qua bong thi hai sau d6 duge chon mot cach ngau
nhién, mau sic ctia né duge quan sat, va né dugc tra lai cho vao hop véi k béng b sung cting
modt mau. Qua trinh nay duoc lap di 13p lai 4 lan. Tinh xac suat dé ba qua bong dau tién sé c6

mau do va qua bong thu tu ¢ mau xanh.

Bai tap 1.32. Mot ctra hang sach udc lugng rang: trong téng s6 cac khach hang dén clra hang
c6 30% khach can héi nhan vién ban hang, 20% khach mua sach va 15% khach thuc hién ca

hai diéu trén. Gp ngiu nhién mot khach trong nha sach. Tinh xac suat dé ngudi nay:

(a) khong thuc hién ca hai diéu trén;
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(b) khong mua sach, biét rang ngudi ndy da hoéi nhan vién ban hang.

Bai tap 1.33. Mot cudc khao sat 1000 ngudi vé hoat dong thé duc thay c6 80% s6 ngudi thich
di bd va 60% thich dap xe vao budi sang va tat cd moi ngudi déu tham gia it nhat mot trong
hai hoat dong trén. Chon ngau nhién mot ngudi hoat dong thé duc. Néu gdp dugc nguoi thich
di xe dap thi xdc suat ma ngudi d6 khong thich di bo 1a bao nhiéu?

Bai tap 1.34. D€ thanh lap ddi tuyén qubc gia vé mot mon hoc, ngudi ta t& chire mot cudc thi
tuyén gdm 3 vong. Vong thit nhat 14y 80% thi sinh; vong thit hai 1ay 70% thi sinh da qua vong
thit nhat va vong thi ba 1ay 45% thi sinh da qua vong thit hai. Dé vao duoc ddi tuyén, thi sinh
phai vugt qua dugc ca 3 vong thi. Tinh xac suat dé mot thi sinh bat ky:

(a) dugc vao doi tuyén;

(b) biloai 6 vong thu ba;

(c) biloai & vong thit hai, biét rang thi sinh nay bi loai.

Bai tap 1.35. Theo thong ké & cac gia dinh c6 hai con thi xac suat dé con thit nhat va con thu
hai déu 1a trai 13 0,27 va hai con déu la gdila 0,23, con xac suat con thi nhat va con thi hai ¢
mot trai va mot gai la déng kha nang. Biét su kién khi xét mot gia dinh dugc chon ngau nhién

c6 con thit nhat 1a gai, tim xac suat dé con thi hai la trai.

Bai tap 1.36. Mot t6 c6 15 sinh vién trong d6 c6 5 sinh vién hoc giéi mon "Xéc suat thong ké".
Can chia l1am 5 nhém, mdi nhém 3 sinh vién. Tinh xac suat dé nhém nao cing c6 mot sinh

vién hoc gioi mon "Xac suat thong ké".

Bai tap 1.37. Mot hop c6 n 4o trang va 2n 4o xanh. Chia ngau nhién cac 4o trong hop thanh n

nhém moi nhém 3 4o.
(a) Tinh xac suat dé trong méi nhém déu c6 4o trang;
(b) Ap dung chon = 5.

Bai tap 1.38. Hai van dong vién bong ban A va B dau mot tran g6m t6i da 5 van (khong co
két qua hoa sau mdi van va tran dau sé dirng néu mot ngudi nao dé thang trudc 3 van). Xac

suat dé A thang dugc & mot van 1a 0,7.
(a) Tinh cac xac suat dé A thang sau x van (x = 3,4,5).
(b) Tinh xac suat dé tran dau két thic sau 5 van.

Bai tap 1.39. Mot bai thi trac nghiém (multiple-choice test) gdm 12 cau héi, méi cau hdi cho
5 phuong an tra 16i, trong do chi c6 1 phuong an dung. Gia s mét cau tra 1oi dang duoc 4
diém va méi cau tra 15i sai bi trir di 1 diém. Mot hoc sinh kém lam bai bang cach chon hi hoa

cAu tra 10i. Tim xac suat dé:
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(a) Hoc sinh d6 duoc 13 diém.
(b) Hoc sinh dé6 bi diém am.

Bai tap 1.40. Mot nhan vién ban hang mdi ngay di chao hang & 10 noi vdi xac suat ban dugc

hang & méi noi 1a 0,2. Tim xac suat dé:
(a) nguoi d6 ban dugc hang & 2 noi;
(b) ngudi d6 ban dugc hang & it nhat 1 noi.

Bai tap 1.41. Xac suét trung dich ctia mot 1an ban 1a 0,4. Can phai ban bao nhiéu phat dan dé

xac suat co it nhat mot vién ban trang sé 16n hon 0,95?

Bai tap 1.42. Hai cau thu béng rd, moi ngudi ném bong 2 lan vao rd. Xéc suat ném tring ro

ctia mdi cau tha theo thit tu 1an luot 13 0,6 va 0,7. Tim xdc suat dé
(a) s61lan ném triing r6 ctia hai ngudi bang nhau;

(b) solan ném trung ro cua cau thu tht nhat nhieu hon so lan ném trung r6 cta cau thu thua
hai.

Bai tap 1.43. Xac suat san xuét ra phé pham ctia mot mdy 1a 0,005. Tim xac suat dé trong 800

san pham ctia may d6 c6 ding 3 phé pham.

Bai tap 1.44. Mot cong nhan ding mdy 1000 6ng sgi. Xac sudt moi 6ng bi diit trong vong mot
gity1a 0,005. Tinh xac suat dé trong vong mot gio:

(a) 40 6ng soi bi dut;
(b) khong qua 40 6ng soi bi dtit.

Bai tap 1.45. Xac suat ném tring r6 ciia mot cau thi 1a 0,8. Tim xac suat dé trong 100 1an cau
thu do:

(a) ném trung 75 lan;
(b) ném tring khong it hon 75 lan.

Bai tap 1.46. Mot phan xudng c6 3 may tu dong: mdy I san xuat 25%, may II san xuat 30%,
may 111 san xuét 45% s san pham. Ty 1é phé phdm tuong ting ctia cadc may lan luot 1a 0,1%,

0,2% va 0,3%. Chon ngéu nhién ra mot san phém cta phan xudng.
(a) Tim xac suat n6 la phé pham.

(b) Biét n6 la phé pham. Tinh xac suat dé san phadm d6 do may I san xuét.
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Bai tap 1.47. C6 3 hop dung bi: hop thit nhét c6 3 bi do, 2 bi trang; hop thit hai ¢ 2 bi do, 2
bi trang; hop thit ba khong c6 vién nao. Lay ngdu nhién 1 vién bi tit hop thit nhat va 1 vién bi
tir hop thit hai bo vao hop thi ba. Sau d6 tir hop thit ba lay ngau nhién ra 1 vién bi.

(a) Tinh xac suat dé vién bi d6 mau do.

(b) Biét rang vién bi lay ra tir hop thir ba mau dé, tinh xac suat dé lic dau ta lay duge vién
bi d6 tir hop thi nhat bd vao hop thit ba.

Bai tap 1.48. Hop I c6 4 vién bi do, 2 vién bi xanh; hop II ¢6 3 vién bi do, 3 vién bi xanh. Bo
ngau nhién mot vién bi tir hop I sang hop 11, sau d6 lai bé ngau nhién mot vién bi tir hop 11

sang hop 1. Cudi cung rut ngau nhién tir hop I ra mot vién bi.
(a) Tinh xac suat dé vién bi rit ra sau cung mau do.

(b) Néu vién rut ra sau cing mau do, tim xac suat lic ban dau rit duge vién bi dé & hop 1

cho vao hop I1.

Bai tap 1.49. Trong mot kho rugu, sd luong rugu loai A va loai B béng nhau. Nguoi ta chon
ngau nhién mét chai va dua cho 5 ngudi ném thi. Biét xac suat doan ding ctia mébi nguoi la
0,8. C6 3 ngudi két luan rugu loai A, 2 ngudi két luan ruou loai B. Héi khi d6 xac suat chai

rucu do thudc loai A la bao nhiéu?

Bai tap 1.50. C6 hai 16 sdn pham: 16 I c6 7 chinh pham 3 phé pham; 16 II ¢6 6 chinh phdm 2
phé phé’m. Léy ngau nhién 2 san phﬁm tu 16 I sang 16 II, sau dé tu 16 I léy ngéu nhién ra 2

san pham dugc 2 chinh phdm. Tinh xac suat dé 2 chinh pham lay ra sau cuing la cta 16 L.

Bai tap 1.51. Co hai 16 san phﬁm: 16 I c6 7 chinh phém, 3 phé phé’m; 16 II c6 8 chinh phém, 2
phé phdm. Tix 16 I 1y ngau nhién ra 2 sdn pham, tir 16 IT 1dy ngau nhién ra 3 san pham. Sau d6
tir s6 sén pham nay lai lay ngdu nhién 2 san pham. Tinh xac suat dé trong 2 san pham lay ra

sau cting 6 it nhat 1 chinh pham.

Bai tap 1.52. C6 ba kién hang (méi kién hang c6 20 san pham) vdi s6 san phdm t6t tuong
ting ctia mdi kién la 18, 16, 12. Lay ngiu nhién mot kién hang, rdi tir d6 lay ngdu nhién mot
san pham thi dugc sdn pham t6t. Tra san pham nay lai kién hang vira lay, sau d6 lai iy ngau
nhién mot san pham thi dugc sdn pham tot. Tinh xac sut dé cac san pham t6t d6 duoc 1y tir
kién hang thit nhat.

Bai tap 1.53. Ty lé ngudi nghién thudc 1a & mot ving 1a 30%. Biét rang ty 1é ngudi bi viém
hong trong sb nhirng ngudi nghién thudc 1a 60%, con ty 1é ngudi bi viem hong trong s6 nhirng
ngudi khong nghién la 40%.

(a) Lay ngau nhién mot nguoi thay nguoi iy bi viém hong. Tinh xac suat ngudi d6 nghién

thudc 1.
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(b) Néu ngudi dé khong bi viém hong, tinh xac suat ngudi dé nghién thubc 14.

Bai tap 1.54. M6t cong nhan di lam & thanh pho khi trd vé nha c6 2 cach: hoic di theo duong
ngam hodc di qua cau. Biét rang ong ta di 16i duong ngam trong 1/3 cac truong hop, con lai di
16i cau. Néu di 16i duong ngam 75% trudng hop 6ng ta vé dén nha trudc 6 gids tbi; con néu di
16i cau chi c6 70% truong hop (nhung di 16i cau thich hon). Tim xac sut dé cong nhan d6 da

di 10i cau biet rang 6ng ta vé den nha sau 6 gio toi.

Bai tap 1.55. Tai mot phong kham chuyén khoa ty 1é ngudi dén kham c6 bénh 1a 0,8. Ngudi
ta 4p dung phuong phéap chan doan mai thi thay néu khang dinh c6 bénh thi ding 9 trén 10
truong hop; con néu khang dinh khong bénh thi ding 5 trén 10 truong hop. Tinh xac suat dé

(@) chan doan c6 bénh;
(b) chan doan dung.

Bai tap 1.56. Mot hang hang khong cho biét rang 5% s6 khach dat trudc vé cho cac chuyén da
dinh sé hoan khong di chuyén bay d6. Do d6 hang da dua ra mot chinh séach 1a sé ban 52 ghé
cho mot chuyén bay ma trong d6 mdi chuyén chi trd dugc 50 khach hang. Tim xéc suat dé tt
ca cac khach dat ché trude va khong hoan chuyén bay déu c6 ghé. Biét rang xac suat ban dugc
51 vé hoac 52 vé la nhu nhau va bé“mg 10%.

Bai tap 1.57. Mot tram chi phat hai loai tin hiéu A va B véi xac suat tuong ting 1a 0,84 va 0,16.
Do c6 nhiéu trén duong truyén nén 1/6 tin hiéu A bi méo va dugc thu nhu la tin hiéu B, con
1/8 tin hiéu B bi méo thanh tin hiéu A.

(a) Tim xac suat thu dugce tin hiéu A;
(b) Gia st thu dugc tin hiéu A, tim xéac suat dé thu dugc ding tin hiéu ldc phat.

Bai tap 1.58. Mot ngudi c6 ba ché wa thich nhu nhau dé cau ca. Xac suat dé cau duge cad § mdi
ché tuong ting 12 0,6; 0,7 va 0,8. Biét rang dén mot chd ngudi d6 tha cau 3 1an va chi cau dugce

mot con ca. Tinh xac suat dé ca cau dugc & chd thi nhat.

Bai tap 1.59. Trong hoc ky I ndm hoc 2018-2019, sinh vién phai thi 4 hoc phan. Xac suat dé
sinh vién thi dat mot hoc phén trong moi lan thi déu 1a 0,8. Néu thi khong dat hoc phén nao
phai thi lai hoc phan d6. Tinh xac suat dé mot sinh vién thi dat ca 4 hoc phan trong d6 khong

c6 hoc phan nao thi qua 2 lan.

Bai tap 1.60. Ba ngudi thg ciing may mdt loai 40 v6i xac sudt may duge san phdm chét luong
cao tuong ing 12 0,9; 0,9 va 0,8. Biét mot ngudi khi may 8 4o thi c6 6 san pham chat lugng cao.

Tim x4c suat dé ngudi d6 may 8 4o nita thi c6 6 4o chat lugng cao.
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Chuong 2

Bién ngau nhién va quy luat phan phoi xac

suat

Muc tiéu

1.

Thong qua cac cong cu gidi tich, cung cap cho sinh vién khdi niém vé bién ngdu nhién,
phan loai cac bién ngau nhién, cac quy luat phan phdi xac suat ctia bién ngau nhién, cac
tham s6 déc trung ctia bién ngdu nhién cing mot s6 quy luat phan phdi xac suat thong

dung cta bién ngau nhién.

Véi cac kién thitc nén tang do, sinh vién biét tinh cac tham s ddc trung ctia bién ngau
nhién; hiéu va van dung duge y nghia ctia cac dic trung cda bién ngau nhién cting cac
quy luat phan phéi xac suat trong cac bai toan xac suat thudc cac linh vuc ky thuat, kinh

té, xa hoi. . .

Noi dung

Hai ndi dung quan trong nhéat ctia chuong la quy luat phan phédi xac suat va cac tham sb dac

trung ctia mot bién ngau nhién.

1.

2.

Dinh nghia va phan loai bién ngau nhién

Quy luat phan phdi xac suat ctia bién ngau nhién (bang phan phoi xac suat, ham phan

phoi xac suat, ham mat do xac suat)

. Céc tham s6 dic trung cta bién ngdu nhién (ky vong, phuong sai, d6 1éch chuan, mot,

trung vi...)

Mot s6 phan phdi xac suat thong dung
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Thoi luong: 8 tiét
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BAI 5 (2 tiét)

2.1 Dinh nghia va phan loai bién ngiu nhién

2.1.1 Dinh nghia bién ngau nhién

Khéi niém bién ngau nhién (random variable) rat thong dung trong giai tich. Vi vay ta tim
cach dua vao khai niém bién ngau nhién nhu mot dai luong phu thudc vao két cuc ctia mot

phép thit ngau nhién nao do.

i du 2.1. Gieo mot con xuc sic. Néu ta goi bién ngdu nhién 1a "sb chdm xuat hién" thi né phu
Vidu2l G Ht Neuta goib hién la "so ch t hién" th ht

thudc vao két cuc ctia phép thir va nhan cac gia tri nguyén tir 1 dén 6.

Vé mat hinh thtc, c¢6 thé dinh nghia bién ngau nhién nhu mot ham sb c6 gia tri thuc xac
dinh trén khong gian cac sy kién sd cap.

Ky hiéu bién ngiu nhién 1a X, Y, Z, X1, Xy, . ... Cac gia tri c6 thé c6 cta ching ky kiéu la
X,Y,2,X1,X2, ...

Tap hop tat ca cac gid tri ctia X goi la mién gia trj cta X, ky hiéu la Sx.

Nhan xét 2.1. (a) X dugc goi 1a bién ngau nhién vi trude khi tién hanh phép thir ta chua c6
thé néi mot cach chan chac né sé nhan mot gia tri bé”mg bao nhiéu ma chi du doan diéu
d6 vdi mot xac suat nhat dinh. N6i cach khac, viéc bién ngdu nhién X nhan mot gia tri
nao dé (X = x1), (X = x2),...,(X = x,) vé thuc chat la cac sy kién ngau nhién.

(b) Néu bién ngau nhién X chi nhan céac gia tri x1, x2, ..., X, thi cac sy kién (X = x1), (X =
x2), ..., (X = x,) tao nén mot hé day du.

2.1.2 Phan loai bién ngau nhién

Bién ngdu nhién dugc phan lam hai loai: bién ngdu nhién rdi rac va bién ngiu nhién lién tuc.

Dinh nghia 2.1 (Bién ngau nhién roi rac). X la bién ngau nhién roi rac (discrete random
variable) néu tap gia tri Sy ctia né la tap hop hiru han hoic vé han dém duoc phan tir. N6i

cach khac, ta c6 thé liét ké tat ca cac gia tri ctia bién ngau nhién doé.

Dinh nghia 2.2 (Bién ngau nhién lién tuc). X la bién ngau nhién lién tuc (continuous random

variable) néu tap gia tri Sx c6 thé c6 ctia né 1ap day mot khoang trén truc so.

Vidu22. (a) Goi X la s6 chAm xuat hién khi gieo mot con xtc sac can dbi dong chat thi X

la bién ngéu nhién roi rac ¢é thé nhan mot trong cacgiatril, 2,3,4,5va6.

(b) Mot ngudi phai tién hanh thi nghiém cho t&i khi thanh cong thi dirng. Goi Y 1a s6 1an tién

hanh thinghiém. Khido Y 1a bién ngau nhién rdi rac c6 thé nhan cacgia tril,2,...,n,....
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(c) Ban mot vién dan vao bia c6 ban kinh 1a 20cm va gia st vién dan trung vao bia. Goi Z la
khoang cach tir tim bia t6i diém bia triing dan thi Z 1a bién ngdu nhién lién tuc c6 thé

nhén cac gia tri thudc (0;20).

2.2 Quy luat phan phoi xac suat ctia bién ngiu nhién

DPinh nghia 2.3 (Quy luat phan phédi xac suat). Bat ky mot hinh thirc nao cho phép biéu dién
méi quan hé gitta cac gia tri c6 thé c6 ctia bién ngdu nhién va xac suat tuong ing dé bién ngau
nhién nhan céac gid tri d6 déu dugc goi la quy luat phan phéi xac suat (probability distribution)
ctia bién ngdu nhién.
Mot s6 phuong phap mé ta quy luat phan phoi xac suat ctia bién ngau nhién:

1. Bang phan phdi xac sut (4p dung cho bién ngiu nhién rdi rac).

2. Ham phéan phoi xéc suat (4p dung cho ca bién ngau nhién roi rac va lién tuc).

3. Ham mat do xac suat (ap dung cho bién ngau nhién lién tuc).

2.2.1 Bang phan phoi xdc suat cua bien ngau nhién roi rac

Dinh nghia 2.4 (Ham khéi lugng xac suat). Cho bién ngau nhién roi rac X. Dat

px(x) =P(X=x), x€R 2.1)

Ham pyx(x) duge goi 1a ham khdi lugng xac suat (probability mass function) ctia bién ngau
nhién roi rac X.
Ham khoi lugng xac suat c6 tinh chat sau.

Pinh ly 2.1. (a) px(x) > 0 v6i moi x € Sy;

(b) Yyiesy px(x) =1;
(© px(x) =0vdimoix ¢ Sx.
Dinh nghia 2.5 (Bang phan phbi xac suat). BAng phan phéi xac suat (probability distribution)
ctia bién ngau nhién rdi rac X 1a bang ghi su tuong Ung gitra cac gia tri ma bién ngiu nhién
nhan dugc véi gia tri cia ham khoi lugng xac suat tuong ung.

1. Néu X la bién ngdu nhién rdi rac c6 hitu han (n) phan tir thi bang phan phoi xac suat

clia bién ngau nhién X la:

X X1 | X2 | ... | Xp

P(X=x;)|p1|p2|-- | Pn

(2.2)

trong d6 {x1,x2,...,x,} 1a tAp cac gia tri cia X da sap xép theo thu tu tang dan,
pi = P(XZ xi),i: 1,2...,11.
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2. Néu X la bién ngau nhién roi rac c¢6 vd han dém duge phan tir thi bang phan phéi xac

suat ctia bién ngau nhién X la:

X X1 | X2 | ... | xXp

PX=x;)|p1|p2|-- | Pn

(2.3)

trong d6 {x1,x2,...,%, ...} 1a tAp cac gid tri cia X da sap xép theo thu tu ting dan,
pn=P(X=x,),n=12....
Nhan xét 2.2. Trong (2.2), Y7 ; p; = 1 vatrong 2.3), Y01 pn = 1.
Vi du 2.3. Mot xa thu ¢6 3 vién dan dugc yéu cau ban lan lugt tirng vién cho dén khi tring
muc tiéu hodc hét ca 3 vién thi thoi. Tim bang phan phdi xac suat ctia s6 dan da ban, biét rang
xéc suat ban tring dich ctia méi 1an ban 1 0,8.
Loi gidi Vi du[2.3)Goi X 1a s6 dan da ban, X la bién ngau nhién rdi rac nhén cac gia tri 1, 2, 3.
Goi A, 1a su kién "ban trang muc tiéu & lan ban thui i", i = 1,2, 3. Khi d6,

Vay bang phan phdi xac suat cua X la

X 1] 2 3
P(X=1x;) 08016 | 0,04
Vi du 2.4. Mot ngudi dem 10 nghin VND di danh mét s6 dé. Néu tring thi thu dugc 700
nghin VND, néu trugt thi khong duoc gi. Goi X (nghin VND) 1a s6 tién thu duge. Ta c6 bang

phan phdi xac suat ctia X

X 0 700
P(X = x;) | 9/100 | 1/100

Vi du 2.5. Mot chum chia khoa gom 4 chiéc gidng nhau, trong d6 chi c6 mot chiéc md dugce
ctta. Nguoi ta thir ngau nhién tirng chiéc cho dén khi md duge ctra. Goi X 1a s6 lan thi. Tim

phan phoi xac suat cua X.

Loi gidi Vi du 2.5/ X c6 thé nhan céc gia tri 1, 2, 3, 4.
Goi A; 1a su kién "mé dugc ctra & lan tha tha i, i = 1,2, 3, 4. Khi d6,
1

P(X=1)=P(A)) =]

2) = P(A,Ay) = P(A)P(As[Ay) = o1 1

4x3 4
o o o S 3x2x1 1
P(X =3) = P(A1A243) = P(A1)P(Az|)P(A3|A1Az) = 4x3x2 4

R S I 1
P(X =4) = P(A1A2A3A,) = P(A1)P(Ay|A1)P(A3]A1A)P(Ayg|A1ArA3) = T

pacy
.
Il

Vay bang phan phdi xac sut ctia X 1a
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P(X=x;) |14 |1/a|1/a]|1/4

2.2.2 Ham phan phéi xac suat

Dinh nghia 2.6 (Ham phan phéi xac sudt). Ham phan phdi xéac suat (cumulative distribution

function) ctia bién ngdu nhién X, ky hiéu la Fx(x), dugc dinh nghia nhu sau:

Fx(x) =P(X<x), x€R (2.4)

1. Néu X la bién ngdu nhién roi rac ¢6 bang phan phdi xac suat (2.2) thi ham phan phdi

(tich lay) la:
(
0, x < x,
p1, x1 < X < Xy,
Fx(x) = q¢p1+p2, x<x<x3, (2.5)
1, X > Xy.

\

2. Néu X la bién ngdu nhién r6i rac c6 bang phan phoi xac suat (2.3) thi ham phéan phbi

(tich lay) la:
)
0, x < xq,
P1, X <x S X2,
+ po, X < x < x3,
Fe(x)= P17 P 2 ; (2.6)
P X <X < Xy,

\.“

Nhan xét 2.3. 1. Ham phan phoi xac suat Fx(x) phan anh mitc do tap trung xac suat & bén

trai ctia mot sé thuc x nao dé.
2. D6 thi cia ham phan phbi xac suat ctia bién ngau nhién i rac c6 dang bac thang (Hinh

2)

Vi du 2.6. (a) Tim ham phan phdi xéac suat ctia bién ngdu nhién & Vi du (b) Vé d6 thi ham
phan phéi.

Loi gidi Vi du[2.6]
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Fx(x)
1 ””””””””””””””””””””””””””” ‘
i 2 R B —
Prt---------- — l l
3 | i i :
O X1 X2 X3 Xn

Hinh 2.1: D6 thi cia ham phan phéi xac suat (2.5)

(a) Tir bang phan phéi xac suat & Vi du 2.3, stt dung suy ra

0, x <1,

0,8, 1<x<2,
Fx(X) =

0,96, 2<x<3

1, x > 3.

(b) D06 thi ciia ham Fx(x) ¢6 dang bac thang:

Fx(x)
S 1 —
0,96 |-~ —
s —
3 | | x
@) 1 2 3

Hinh 2.2: D6 thi ham phéan phdi xac suat trong Vi du
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Ham phan phdi c6 cac tinh chat sau.
Pinhly22. 1. 0< Fx(x) <1 v6imoix € R.

2. Fx(x) la ham khong gidm, lién tuc bén trai, nghia la vdi moi x1,x € R, x1 < xp thi
Fx(xl) < Fx(X2) vaviimoia € R, Fx(ﬂ_) = Fx(a), voi Px(a_) = limx%a— Fx(x)

Néu X 1a bién ngau nhién lién tuc thi Fx(x) 1a ham lién tuc.

3. P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a);

Néu X la bién ngau nhién lién tuc thi P(X = a) = 0 va
Pa<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Fx(b)— Fx(a).
Chitng minh. 1. Suy truc tiép tir dinh nghia (2.4) va tinh chat ctia xac suét.

2. Gid stt x1 < xp, xét sy kién (X < x3) = (X < x1) + (x1 < X < x2). Do tinh xung khac

cta cac su kién suy ra
P(X <x)=P(X<x1)+Px; <X<x).
Tir day két hop véi suy ra
Fx(x3) — Fx(x1) = P(x1 < X < xp) > 0.

3. Suy truc tiép tir chitng minh tinh chat trén.

4. Fy(—o0) = P(X < —00) = P(®) = 0, Fx(+00) = P(X < 400) = P(S) = 1.

Vi du 2.7. Cho bién ngau nhién lién tuc X c6 ham phan phbi xac suat

0, x < -1,
Fx(x) = ¢ A+ Barcsinzx, —-1<x<1,
1, x > 1.

Hay xac dinh A va B?

Loi gidi Vi du[2.7)St dung Binh 1y 2.2(1), 0 < A + Barcsinx < 1 va theo Dinh 1y[2.2(2) vi Fx(x)
liéntucnénA—gx B:O,A+g % B=1.

1 1

SuyraA: E,B = %
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Vi du 2.8. Xét phép thit ném phi tiéu vao mot dia tron c6 ban kinh bang 1(m). Ky hiéu X 1a
bién ngdu nhién do khoang cach tir diém mi phi tiéu cam vao dia dén tdm cta dia. Gia st
mdi phi tiéu luoén cdm vao dia va dong kha nang tai moi diém ctia dia. (a) Tim mién gid tri
ctia X. (b) Tim ham phan phdi Fx(x) va vé do thi cta Fx/(x).
Loi gidi Vi du[2.§]

(@ Sx={xeR:0<x<1}.

0, x <0,
(b) St dung dinh nghia Fx(x) =P(X <x)=<¢x%2, 0<x<1,

1, x> 1.

(@) 1

Hinh 2.3: D6 thi ham phéan phdi xac suat cua Vi du
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BAI 6 (2 tiét)

2.2.3 Ham mat d§ xac suat cua bien ngau nhién lién tuc

Dinh nghia 2.7 (Ham mat d6 xac suat). Gia st X la mot bién ngau nhién lién tuc c6 ham phan

phdi xac suat Fx(x), x € R. Néu ton tai ham fx(x) sao cho

Fx(x) = / Fx(dt, xeR 2.7)

thi fx(x) dugc goi la ham mat do xac suat (probability density function) ctia bién ngau nhién
X.

Nhu vay, ham mat do xac suat ctia bién ngau nhién lién tuc X la dao ham bac nhat cua

ham phan phéi xac suat ctia bien ngéu nhién do,

fx(x) =Fx(x), xeR (2.8)

Nhan xét 2.4. Ham mat do xac suat ctia bién ngau nhién X tai méi diém x cho biét mirc do

tap trung xac suat tai diém do.
Ham mat do xac suat co cac tinh chat sau.

Pinhly23. 1. fx(x) > 0vdimoix € R.

2. Pla< X <b) = /abfx(x)dx.

—+00
3. fx(x)dx = 1.

Chung minh. 1. Vi fx(x) la dao ham ctia ham khong giam.
2. Suy tur Dinh 1y 2.2(3).

3. - fx(x)dx = Fx(4o0) = 1.

Vi du 2.9. Ham phén phéi xac suat ctia bién ngiu nhién lién tuc X c6 dang

Fx(x) =a+barctanx, (—oco < x < +0o0).

(a) Tim a va b. (b) Tim ham mat d6 xac suat fx(x). (c) Tim xac suat dé khi tién hanh 3 phép
thtr doc 1ap c6 2 1an X nhan gia tri trong khoang (—1;1).

Loi gidi Vi du[2.9]

2.2. Quy luat phan phdi x4c sut cda bién ngdu nhién 59



MI2020-KY 20201-TOM TAT BAI GIANG Nguyén Thi Thu Thiy-SAMI-HUST

flx)

Pla<x<b)

Hinh 2.4: P[a < X < b] 1a dién tich mién t6 mau duéi duong cong y = fx(x)

1 1
(a) St dung Dinh ly 4) ta tim dugca = 5 b= p
? 1

(c) Theo Pinh 1y[2.3(2)

1
p:P(—1<X<1):/l>< dx :%,
-1

Bai toan thoa man luge d6 Béc—nu-li. Ap dung cong thirc (T.19) ta tinh dugc

3
P3(2) = C3x p* x (1-p)' = 2.

Vi du 2.10. Bién ngdu nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat la

acos X, XE | —

(a) Tim a. (b) Tim ham phan phdi xac suat twong ting. (c) Tim xac suat dé X nhan gid tri trong
khoang (0, T
4
Loi gidi Vi du
(a) St dung Dinh ly 1),(3) tinh dugca = %
(b) Ap dung @7).
Néu x <~ thi Fy (x / 0du = 0.

1
Neu—5<x<—th1FX / fx(u / %cosudu—2(sinx+1).

N\:l
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s

Néu x > 2 thi Fy(x) = /2 1 cosx = 1. Vay

2 %Q
(
0/ xé_g/
1 7T 7T
Fx(x) = < Z(si _ < =
x (%) 2(smx—i—l), 2<x_2,
1 x>z
\ ’ 2

T

1 2
(c) PO< X< g) :/04 3 cos xdx = \/T—

2.3 Cac tham sb dic trung cta bién ngau nhién

Déc trung quan trong nhat ctia bién ngiu nhién la phan phdi xac suat ctia né. Nhung trong
thuc té nhiéu khi khong xac dinh duge ham phan phéi va khong phai ci nhat thiét phai biét
ham phén phdi. Vi viy ndy sinh vin dé phai dac trung cho bién ngau nhién bang mot hodc
nhiéu s6, mdi s6 hang dic trung phan anh dugc cac tinh chat co ban nhat ctia bién ngiu nhién

X. Trong muc nay ta chi xét mot vai tham s6 quan trong nhét.

2.3.1 Ky vong

Dinh nghia 2.8 (Ky vong). Ky vong (expected value) ctia bién ngdu nhién X, ky hiéu la E(X)
(hodc ux hoac don gian la y) duogc xac dinh nhu sau:

1. Néu X la bién ngau nhién r¢i rac c6 bang phan phoi xac suat (2.2) thi

ux = E(X) =) xipi (2.9)
i=1

2. Néu X la bién ngdu nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat (2.3) thi

px = E(X) =) xupn (2.10)
n=1

neu chuoi ve phai hoi tu.

3. Néu X 1a bién ngdu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat fx(x), x € R thi

+o00
px = E(X) = [ xf(x)dx (2.11)

—Q

néu tich phan vé phai hoi tu.
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Nhan xét 2.5. 1. Ky vong mang y nghia la gia tri trung binh ctia bién ngau nhién. Ky vong
1a s6 xac dinh.
That vay, gia str dbi vdi bién ngdu nhién X, tién hanh n phép thtt, trong d6 17 lan X nhan
gia tri x1, 1, lan X nhan gia tri x,, ..., 1, lan X nhan gia tri x;, ny +np + -+ - + 1 = n.
Gia trj trung binh ctia bién ngau nhién X trong n phép thi nay la
nixp +npXp + - -+ mexg

X = =X1— + X7
n n

np ny
__|_...+xk_
n n

~ x1p1 + xop2 + - - - + x,pr = E(X).

2. Khai niém ky vong dugc ap dung rong rai trong nhieu linh vyc. Trong kinh doanh va
quan ly, ky vong dugc ing dung dudi dang lgi nhuan ky vong hay doanh s6 ky vong.

Vi du 2.11. Theo thdng ké viéc mot ngudi My 25 tudi sé sdng thém trén mot ndm ¢ xac suat
12 0,992, con xac suat dé ngudi dé chét trong vong mot nam tdi 1a 0,008. Mot chuong trinh bao
hiém dé nghi nguoi d6 bdo hiém sinh mang cho 1 ndm véi s tién chi trd 1000$, con tién déng

12 10$. Hoi lgi nhuén trung binh ctia cong ty bao hiém nhan dugc 1a bao nhiéu?

Loi gidi Vi du Goi X 1a lgi nhuan cta cong ty bao hiém nhan duge. Khi d6 X 1a bién ngau

nhién roi rac ¢6 thé nhan gia tri -990, 10. BAng phan phdi xac suat ctia X 1a

X —-990 | 10
P(X =x;) | 0,008 | 0,992

Suy ra E(X) = —990 x 0,008 + 10 x 0,992 = 2$. Ta thay lgi nhuéan trung binh bang 2$ (mot

s6 duong) vi vay cong ty bao hiém c6 thé lam &n c6 1ai.

Vi du 2.12. Ky vong ctia bién ngau nhién X trong Vi duR.4]1a ux = E(X) = 0 x 99/100 + 700 x
1/100 = 7 nghin VND. Nhu vay bé ra 10 nghin VND, trung binh thu duoc 7 nghin VND, nguoi

choi vé lau dai sé 16 30% tong so tieén chdi.

Vi du 2.13. Xét tro choi trd 16i hai cau hoi A va B; ngudi choi c6 quyén chon cau hdi nao dé tra
161 dau tién. Cau hoi A dugce tré 1oi ding véi xac suat 0,8 va khi d6 nguoi chai sé duge thudng
100 USD, cau héi B dugc tra 1oi dung véi xac suat 0,6 va ngudi choi duge thudng 200 USD.
Néu khong tra 16i diing lan thir nhat sé khong duoc tra 1oi tiép. Vay nguoi choi nén chon cau
héi nao tra 16i dau tién dé tién thudng trung binh nhan dugc cao hon.

Loi gidi Vi du Goi X 1a s6 tién thudng nhan duoc khi ngudi choi chon cau héi A tra 1oi dau

tién,

X 0 | 100 | 300
P(X=1x)|0,2|0,32]0,48

va E(X) =0 x 0,2 + 100 x 0,32 + 300 x 0,48 = 176 USD.
Goi Y la s6 tién thudng nhan duge khi nguoi choi chon cau hoi B tré 1oi dau tién,
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Y 0 | 200 | 300
P(Y=vy,)| 040,12 0,48

vaE(Y) =0x0,44200 x 0,12 + 300 x 0,48 = 168 USD.

Vay nén chon cau hdi A dé tra 1i dau tién dé c6 kha nang nhan thudng cao hon.

Vi du 2.14. Theo thong ké & mét cirta hang dau tuong, ngudi ta thay s6 lugng dau tuong ban

ra X la mot bién ngau nhién rdi rac ¢6 bang phan phdi la:

X(keg) | 10 | 13| 16 | 19 | 22
P(X=x;)|0,15|0,2/0,35[0,2|0,1

Néu gia nhap 1a 10000 VND/kg thi ctra hang sé lai 5000 VND/kg, néu dén cubi ngay khong
ban dugc sé 16 8000 VND/kg. (a) Tim ham phan phbi xac suat cta X. (b) Mbi ngay ctra hang
nén nhap bao nhiéu kg dé thu dugc 1ai nhiéu nhat.

Loi gidi Vi du

(a) Tir bang phan phéi xac suat ta c6 ham phan phdi xac suat

(

0, x <10,

0,15, 10 < x <13,
0,35, 13 <x <16,
0,7, 16 <x <19,
0,9, 19 < x <22,

1, x > 22.

\

(b) S6 lugng dau tuong nhap trong ngay theo cac phuong an 10, 13, 16, 19, 22. Goi T; 1a "sb
tién 10i thu duoc ung voi phuong ani",i = 1,2,...,5, trong d6 phuong an 1, 2, 3, 4, 5
tuong ung la nhap 10, 13, 16, 19, 22 (kg).

(b1) Phuong an nhap 10kg: chac chin ctra hang sé ban hét vi P(X < 10) = 0. Do dé6
E(T1) = 1 x 50000 = 50000 VND.

(b2) Phuong an nhap 13kg: do khong c6 thong ké s6 lugng ban 11, 12kg, nén xem nhu
ctra hang do6 chi ¢6 2 phuong an hodc ban 10kg, hodc ban 13kg. Do chi nhap 13kg
nén xem nhu s6 lugng ban trén 13kg 1a s6 lugng ban duoc 13kg. Suy ra

E(T,) = 26000 x 0,15 + 65000 x 0,85 = 59150 VND.

(b3) Phuong an nhap 16kg: s6 lugng ban ra cé thé 1a 10, 13, 16 véi xac suat tuong ting la
0,15; 0,2 va 0,65. Suy ra

E(T3) = 2000 x 0,15 + 41000 x 0,2 + 80000 x 0,65 = 60500 VND.
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(b4) Phuong an nhap 19kg: s6 lugng ban ra c6 thé la 10, 13, 16, 19 véi xac suat tuong
ung la 0,15; 0,2; 0,35 va 0,3. Suy ra

E(Ty) = (—22000) x 0,15+ 17000 x 0,2 456000 x 0, 35+ 95000 x 0, 3 = 48200 VND.

(b5) Phuong an nhap 22kg: s6 luong ban ra c6 thé 1a 10, 13, 16, 19, 22 véi xac suat tuong
ung la 0,15; 0,2; 0,35; 0,2 va 0,1. Suy ra

E(Ts) = (—46000) x 0,15 + (—7000) x 0,2 + 32000 x 0,35 + 71000 x 0,2
-+ 110000 x 0,1 = 28100 VND.
Tix cac két qua trén, ta thay E(T3) 1a cao nhat nén phuong an nhap hiéu qua nhat la 16kg.

Chu y 2.1. Néu trong bang phan phédi xac suat ma gia tri ndo ctia bién ngdu nhién X khong

duoc dé cap dén thi xem nhu Xac suat tai dé bémg 0.

Vi du 2.15. Mot day chuyén tu dong khi hoat dong binh thuong c6 thé san xuat ra phé pham
véi xéc suat p = 0,001 va dugc diéu chinh ngay lap tic khi phat hién c¢6 phé pham. Tinh s6

trung binh cdc san pham dugc san xuat gitta 2 lan diéu chinh.

Loi gidi Vi du Goi X la s6 san phdm dugc san xut gitra hai 1an diéu chinh. Khi d6 X la

bién ngdu nhién rdi rac c6 thé nhan cac gia tri 1, 2, ... vSi xac sudt tuong ung

P(X=1)=0,001, P(X=2)=0,999x0,001, P(X=3)=(0,999)2x 0,001...

A

Vay
E(X)=1x0,001+2x0,999 x 0,001 + 3 x (0,999)2 x 0,001 4...

=0,001 x Y nx (0,999)"" = 1000,

n=1

& day ta st dung tinh chét ctia chuédi lily thita va cong thic tinh téng ctia cAp s6 nhan lui vo
han véi x = 0,999:

il :é () - (i): (1fx)/: (e

Vi du 2.16. Tudi tho ciia mét loai con triing nao d6 1a mot bién ngau nhién (don vi 1a thang)

vOi ham mat do xac suat nhu sau:

Tim tu6i tho trung binh cta loai con tring trén.
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Loi gidi Vi du Vi fx(x) 1a ham mat do xac suat ctia bién ngau nhién lién tuc X nén theo
Dinh ly 1),(3), k= 63_4
St dung cong thic (2.17)), tudi tho trung binh ctia loai con trung trén la

4
3 12
E(X)=— [ x34— == ing).
(X) 64/x (4—x)dx = (thing)
0
Ham ciia mot bién ngdu nhién

Bay gio ta xét mot bién ngau nhién méi ¢(X), phu thudc vao X; nghia la, méi gia tri ctia g(X)
duge xac dinh béi gia tri ctia X. Chang han, ¢(X) c6 thé 1a X? hodc 3X — 1 va gia st X nhan
gia tri 2, thi g(X) sé nhan gia tri g(2).

Vi du 2.17. Cho X 1a bién ngau nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat la

X 1101112
P(szi) P-1|Po| P1]| P2

va g(X) = X2, thi g(X) nhan cac gia tri 0, 1, 2 vdi

P(8(X) = 0) = P(X = 0) = po,
PE(X)=1)=P(X=-1)+P(X=1)=p_1+p1,
P(g(X) =4) = P(X = 2) = p».

Bang phan phdi xac suat ctia g(X) 1a

¢(X) 0 1 4
P{g(X)=g(xi)} | po | p-1+p1|Pp2

Tir day, theo Dinh nghia2.8(1) suy ra

E[g(X)] = (0)(po) + (1)(p-1+ p1) + (4)(p2)
= (=1)%(p-1) + (0)*(po) + (1)*(p1) + (2)*(p2) = Y_g(xi)pi, i=-1,0,1,2.

i
Két qua nay dugc mé rong trong dinh ly dudi day cho ca bién ngau nhién roi rac va bién

ngau nhién lién tuc.
Dinh ly 2.4. Cho X 1a mot bién ngdu nhién va Y = ¢(X) la mét ham cta X.

1. Néu X la bién ngau nhién r¢i rac c6 bang phan phoi xac suat (2.2) thi

M-

I
—_

E(Y) = E[g(X)] = )_g(xi)pi (212)

1
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2. Néu X la bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat fx(x) thi
+oo
E(Y) = ER(X)] = [ g(x)fx(x)dx. .13)

Vi du 2.18. Goi X 1a s trang trong moét ban fax. Mot cong ty dién thoai tinh cude nhu sau: 10
xu cho trang thi nhat, 9 xu cho trang thit hai, ..., 6 xu cho trang thit ndm. Nhitng ban fax tir
6 dén 10 trang c6 phi la 50 xu (cong ty khong nhan nhiing ban fax qua 10 trang). Goi Y 1a chi
phi phai trd cho mot ban fax. (a) Xac dinh Y. (b) Tinh E(Y) néu X c6 phan phdi la

X 1|2 ]3] 4
P(X=1x;) 025|025 025|025

Loi gidi Vi du
(@) Y la mot ham cua X xac dinh boi

10,5X — 0,5X2, 1< X<5,
Y =g(X)=
50, 6 < X < 10.

(b) Theo DBinh 1y[2.4(1),
4
E[Y] = ;g(xi)Pi
= (0,25)[(10,5)(1) — (0,5)(1)?] + (0,25)[(10,5)(2) — (0,5)(2)?]
+(0,25)[(10,5)(3) — (0,5)(3)%] + (0,25)[(10,5) (4) — (0,5)(4)?]
= (0,25)[10 + 19 + 27 + 34] = 22,5 (xu).

Vi du 2.19. Véi bién ngdu nhién X trong Vi du ky vong cta bién ngau nhién Y = X? 1a
32

4
E(Y) = E(X) = 2 /x4(4 —x)dx = =
0

Sau day 1a mot s6 tinh chét hitu ich gitp don gian hoa trong tinh toan ky vong cta cac
bién ngiu nhién. Cac tinh chat nay diing cho ca bién ngdu nhién rdi rac va lién tuc. Cac ching

minh dugc dua ra cho bién ngiu nhién lién tuc.
Pinh 1y 2.5. Néu a va b la cac hang s6 thi

E(aX+b) =aE(X) + 1.
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Chung minh. Theo dinh nghia,

+oo +o00 00
E(aX+b) = / (ax+b)fx(x)dx = a / xfx(x)dx+0b / fx(x)dx =aE(X)+b
—+o00
vi i fx(x)dx = 1. O

Hé qua2.1. 1. Néua=0,E(b) =b.
2. Néub =0, E(aX) = aE(X).
Dinh ly 2.6. Cho X 1a mdt bién ngdu nhién, h(X), g(X) la cdc ham cta X. Khi d6,

E[g(X) £ h(X)] = E[g(X)] + E[A(X)].

2.3.2 Phuong sai

Gia tri ky vong hay gia tri trung binh cia mot bién ngdu nhién X c6 tam quan trong dac biét
trong thong ké vi né phan anh gia tri trung tdm ctia phan phoi xac suat ctia bién ngau nhién.
Tuy nhién, gia tri trung binh khong dua ra mot mo ta day du vé hinh dang ctia phan phdi.
Trong Hinh ta c6 biéu do ctia hai phan phdi xac suét roi rac c6 cting gia tri trung binh,
# = 2, nhung khac nhau dang ké vé do bién thién hodc do phan tan ctia cic quan sat cta
ching so vdi gia tri trung binh. Do d6 can xéac dinh mitc do phan tan ctia cac gia tri cia bién

ngau nhién xung quanh gia tri trung binh ctia no.

Hinh 2.5: Phan phéi r6i rac v6i ky vong bang nhau nhung do phan tan khac nhau

Cong thirc quan trong nhat vé tinh bién thién cta bién ngiu nhién X c6 dugc bang cach
ap dung Dinh Iy 2.4 véi ¢(X) = [X — E(X)]?. Dai lugng nay dugc goi la phuong sai ctia bién
ngau nhién X hodc phuong sai ctia phan phdi xac suat cda X, ky hiéu 1a V(X) hodc 0%, hodc

don gian la o2.
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Dinh nghia 2.9 (Phuong sai). Phuong sai (variance) ctia bién ngiu nhién X duge dinh nghia

nhu sau:

0% = V(X) = E[X - E(X)]?

(2.14)

Vi X — E(X) la mot ham ctda bién ngau nhién X, nén tit Dinh nghia 2.9 va Dinh ly 2.4|ta

nhédn dugc cac cong thitc sau day:

1. Néu X la bién ngau nhién r¢i rac c6 bang phan phoi xac suat (2.2) thi

n

V(X) =)

i=1

[xi - E(X)]zpi

2. Néu X la bién ngdu nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat (2.3) thi

V(0 = ¥ o - E0)

néu chudi vé phai hoi tu.

3. Néu X la bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suét fx(x), x € R thi

V(X) =

—+o00

[ [x- E(X)] fx(x)dx

—00

néu tich phan vé phai hoi tu.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Vi du 2.20. Cho X la bién ngiu nhién chi s6 lugng 6 t6 dugc stt dung cho muc dich kinh doanh

chinh thitc trong méi ngay lam viéc. Phan phdi xac suat ctia cong ty A, xem Hinh a), la

X, 1273
P(Xa=1x) 03| 04|03
va ctia cong ty B, xem Hinh 2.5(b), 1a
Xz ol1[2]3]4
P(Xp=y;) | 02|01]03]03]01

Chi ra rang phuong sai ctia phan phdi xac suat ctia cong ty B 16n hon so véi cong ty A.

Loi gidi Vi du

Tir 56 liéu ctia cong ty A ta tinh

E(Xa) = (1)(0,3) +(2)(0,4) + (3)(0,3) = 2,0

va

V(Xa) = (1-2)%(0,3) + (2 — 2)%(0,4) + (3 —2)2(0,3) = 0,6.
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V6i cong ty B ta co
E(Xp) = (0)(0,2) +(1)(0,1) +(2)(0,3) + (3)(0,3) + (4)(0,1) = 2,0,

V(Xp) = (0—2)%(0,2) + (1 —2)%(0,1) + (2 —2)(0,3) + (3 —2)%(0,3) + (4 — 2)%(0,1)
=1,6.

Cong thuc tuong duong cua (2.14) dugc cho trong dinh ly dudi day.

Dinh 1y 2.7.

V(X) = E(X?) - [E(X)? .18)

Chirng minh. Gia st X la bién ngiu nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat (2.2),

n 2 n
V0 = L [ = B0 i = 1 {i = 2B + [ECOP)

=~ .

li’l n

= ) xipi—2E(X ZxPz )2 Y pi = E(X?) - [EX))%,
i=1 i=1
vi theo dinh nghia E(X) = Y/, x;p;, E(X?) = Y1 x?piva Yyl pi= 1.
Ddi v6i bién ngdu nhién lién tuc ta chirng minh tuong tu. O

Hé qua2.2. 1. Néu X la bién ngau nhién roi rac c6 bang phan phdi xac suat (2.2) thi

n n 2
=Y xipi— ( ) xiPi) (2.19)
i—1 i—1

2. Néu X la bién ngdu nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat (2.3) thi

00 ) 2
= Z X%Pn - < Z ann) (2'20)
n=1 n=1

néu cac chudi vé phai hai tu.
3. Néu X la bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suét fx(x), x € R thi

+oo +oo 2
V(X) = /xzfx(x)dx— (/xfx(x)dx) (2.21)

—00 —o0

neu cac tich phan ve phai hoi tu.

Vi du 2.21. Dung Dinh ly tinh phuong sai cua bién ngéu nhién xét trong Vi du (2.11).
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Loi gidi Vi du E(X?) = (—990)? x 0,008 + (10)? x 0,992 = 7940. Suy ra
V(X) = E(X?) — [E(X)]? = 7940 — 4 = 7936.
Diéu nay néi Ién rang mac du kinh doanh bao hiém c6 1ai nhung rui ro kha lon.
Vi du 2.22. Dung Dinh ly 2.7/tinh phuong sai ctia bién ngdu nhién xét trong Vi du (2.16).
Loi gidi Vi du T két qua cta Vi du va suy ra

32 (12\* 16
VIX)=EX*) - [EX))P=%-%) =7
) = () - E0P =5 - (£) = 52

Chu y 2.2. Phuong sai ctia bién ngau nhién la mot gia tri xac dinh khong am.

Nhén xét 2.6. 1. Phuong sai chinh la trung binh s6 hoc ctia binh phuong céc sai 1éch gitra
cac gia tri c6 thé c6 ctia bién ngiu nhién so véi gia tri trung binh cta cac gia tri d6. N6
phan anh mitc d6 phan tdn ctia cac gia tri ctia bién ngdu nhién xung quanh gia tri trung
tam cua no la ky vong.

2. Trong ky thuat phuong sai ddc trung cho mitc d6 phan tan ctia cac chi tiét gia cong hay
sai s6 ctia thiét bi. Trong quan ly va kinh doanh thi phuong sai dic trung cho mic do
rdi ro ctia cac quyét dinh.

Bay gi¢ ta sé md rong khai niém vé phuong sai ctia bién ngdu nhién X cho bién ngau nhién

lién quan dén X, bién ngdu nhién g(X).

Dinh ly 2.8. Cho X 1a mot bién ngdu nhién va Y = ¢(X) la mot ham cta X.

1. Néu X la bién ngau nhién rdi rac c6 bang phan phéi xac suat (2.2) thi

V(Y) = VIg(x)] = ; {g(x) — Eg(X)]} 1 22)

2. Néu X 1a bién ngdu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat fx(x) thi
VN = Vig()] = [ {sta) — ElgO0]) (ol 22
Chirng minh. St dung Dinh ly 2.4/va Dinh nghia 2.9/ta dugc diéu can ching minh. O

Phuong sai ctia bién ngau nhién X c6 tinh chat sau.
Dinh 1y 2.9. Néu a va b 1a cac hang s6 thi
1. V(aX) = a®V(X).
2. V(b) =0.
Hodc V(aX + b) = a?V(X).
Ching minh. 1. V(aX) = E(a?X?) — [E(aX)]? = a?E(X?) — a?[E(X)]? = a®V(X).

2. V(b) = E(b?) — [E(b)]> = b> —b* = 0.
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2.3.3 D6 1éch chuan

Dinh nghia 2.10 (D9 léch chuan). Do 1éch chuén (standard deviation) ctia bién ngau nhién X,

ky hiéu la ¢(X), dugc dinh nghia nhu sau:

o (X) = \/V(X) (2.24)

Nhaén xét 2.7. Khi can danh gia mutic d6 phéan tan ctia bién ngau nhién theo don vi do ctia n6
nguoi ta dung do léch chuan vi d6 léch chuan c6 cung don vi do véi don vi do cta bién ngau
nhién.

Vi du 2.23. Tinh phuong sai va do 1éch chuén cta bién ngdu nhién xét trong Vi du (2.11).

Loi gidi Vi du[2.23| Tir két qua trong Vi du o(X) = /V(X) = /7936 =~ 89, 08.

Vi du 2.24. Tinh d¢ léch chudn ctia bién ngau nhién xét trong Vi du (2.16).

Loi gidi Vi du[2.24 Tir két qua cta Vi duR.22/suy ra o(X) = /V(X) = —.

2.3.4 Mot s6 dic trung khac
2.3.4a M6t (mode)

Dinh nghia 2.11 (M4t). 1. Néu X la bién ngau nhién roi rac thi mot 1a gia tri cda X tng véi

Xac suat 16n nhat.
2. Néu X la bién ngau nhién lién tuc thi mot 1a gid tri lam ham mat d6 dat max.

Ky hiéu modX.

2.3.4b Trung vi (median)

Dinh nghia 2.12 (Trung vi). Trung vi ctia bién ngiu nhién X, ky hiéu la medX, 1a gia tri ctia

bién ngau nhién X chia phan phdi thanh hai phan c6 xac suat giéng nhau, nghia 1a

P(X < medX) = P(X > medX) = % (2.25)

Nhan xét2.8. 1. Tir dinh nghia ham phan phdi, dé tim trung vi ta can gidi phuong trinh
1
Fx(x) = —.

2
2. Trong nhiéu truong hop tng dung, trung vi la dic trung vi tri t6t nhat, nhiéu khi tot
hon c& ky vong, nhat 1a khi trong s6 liéu c6 nhitng sai s6t. Trung vi con ¢6 tén 1a phan vi

50% ctia phan phdi.
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Vi du 2.25. Cho ham mat do xac suat ctia bién ngau nhién lién tuc X:
3

ZX(Z—x), OSXSZI

0, néu trai lai.
Tim medX va modX.

Loi gidi Vi du Theo (2.7), ham phéan phéi xéac suét ctia X la

0, x <0,
3
Fx(x) = Z(xz—%) 0<x<2,
1, x> 2.
\

1
Khi d6 medX la nghiém ctia phuong trinh Fx(x) = 5 Hay x> —3x2 +2 =0v6i 0 < x < 2.
Suy ra medX = 1.

Ham mat do xac suat fy(x) co

=

x <0,

fx(x)=<Z(1-%x), 0<x<2

N W

=

néu trai lai,

déi dau tir duong sang am khi di qua x = 1, do d6 dat cyc dai tai diém nay, nén modX = 1.
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BAI 7 (2 tiét)

2.4 Mot s6 phan phoéi xac suat théng dung
2.4.1 Phan phoi déu

2.4.1a Phan phoéi déu roi rac

Dinh nghia 2.13 (Phan phbi déu roi rac). Bién ngau nhién X dugc goi la tuan theo luat phan
phdi déu rdi rac (discrete uniform distribution) v6i tham s6 1, ky hiéu la X ~ U(n), néu X c6

bang phan phdi xac suat

X
P(X = x;)

(2.26)

S= N

S| =
YT

Str dung Dinh nghia 2.§(1) va Dinh nghia [2.9(1) ta nhan duogc ky vong va phuong sai cta

bién ngdu nhién phan phdi déu.

Pinh ly 2.10. Ky vong, phuong sai ctia bién ngdu nhién c6 phan phdi déu rdi rac:

_n—|—1
=

nr-1

E(X) 5

(2.27)

V(X)

2.4.1b Phan phoi déu lién tuc

Dinh nghia 2.14 (Phan phdi déu lién tuc). Bién ngdu nhién X dugc goi 1a tuan theo luat phan
phdi déu lién tuc (continuous uniform distribution) trén [a, b] (a < b), ky hiéula X ~ U([a, b)),
néu X c¢6 ham mat do

fey=b-a F 8l (2.28)

0, x ¢ [a,b].

DPinh ly 2.11. Néu X 1a bién ngau nhién c6 phan phdi déu lién tuc trén [a, b] thi

1. Ham phén phdi xac suat la

; 0, x<a,
Fx(x) = / fx(u)du = ;:Z, a<x<b, (2.29)
- 1, x> b.
2. Ky vong E(X) = 2 er b
(b —a)? (b —a)?

3. Phuong sai V(X) = va do léch chuan o(X) =

12 12
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Hinh 2.7: D6 thi ham phan phéi (2.29) ctia bién ngau nhién c¢6 phan phdi déu

Nhéan xét2.9. 1. X c6 kha nang nhan gia tri trong khoang (a, b) la "déu nhau'.

2. Phan phéi déu c6 nhiéu ting dung trong théng ké toan nhu mo phdong thong ké, dac biét
trong phuong phéap phi tham s6.

3. Trong mot s6 ly thuyét két luan thdng ké ngudi ta thudng xuat phat tir quy tac sau day:
Néu ta khong biét gi vé gid tri cia tham s6 can udc lugng, méi gia tri c6 thé c6 ctia tham
s6 d6 la dong kha nidng, diéu d6 dan dén viéc quan niém tham s can udc lugng nhu

mot bién ngau nhién ¢ phan phdi deu.

Vi du 2.26. Lich chay ctia xe bus tai mot tram xe bus nhu sau: chiéc xe bus dau tién trong ngay
sé khdi hanh tir tram nay ldc 7 gio, ci sau 15 phut sé c6 mot xe khac dén tram. Gia sit mot
hanh khach dén tram ngau nhién trong khoang thoi gian tir 7 gio dén 7 gio 30. Tim xac suat
dé hanh khach nay chd (a) Ithon 5 phut; (b) It nhat 12 phut.

Loi gidi Vi du Goi X 1a so phut tir 7 gio dén 7 gio 30 hanh khach dén tram, ta c6 X ~
U([0,30)).

(a) Hanh khéch cho it hon 5 phtit néu dén tram gitra 7 git 10 va 7 gio 15 hodc gitra 7 gio 25
va 7 git 30. Do d6 xac suat can tim la:

P(10<X§15)+P(25<X§30)=?)5—04—%:%.
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(b) Hanh khach cho it nhat 12 phit néu dén tram gitra 7 gio va 7 gio 03 hodc gitra 7 gio 15

va 7 gi 18. Xac sudt can tim la:

3 3
< <18) = — 4+ > —=0,2.
P(0< X <3)+P(15 < X <18) 30 T 30 0,2
Vi du 2.27. Lay ngau nhién mot diém M trén nita duong tron tam O, duong kinh AB = 2a.
Biét rang xac suat diém M roi vao cung CD bat ki ctia nita dudng tron AMB chi phu thuoc
vao do6 dai cung CD. (a) Tim ham phan phbi xac suét cta bién ngdu nhién Y chi dién tich tam
gidc AMB. (b) Tim ky vong cta Y.

A a @) B
Hinh 2.8: Minh hoa cho Vi du
Loi gidi Vi du (a) Theo dinh ly ham s6 sin, ta c6 Sapp = a®sin ¢, & day ¢ la géc gitta truc

Ox va OM. Tix gia thiét ta c6 ¢ 1a bién ngdu nhién lién tuc c6 phan phéi déu U[0, 7t] c6 ham

mat do xac suat

1

=, x€l0,m,
folx) =47

0, x¢][0,rn].

Do d6, ham phan phéi xac suat cua ¢ la

0, x<0,
P(P(x): %/ O<XS7T,

1, x> m.

Bién ngaunhién Y = a®sin @, nén Y 1a bién ngau nhién lién tuc nhan gia tri trong doan [0, a?].

Ham phan phdi xac suat cta Y 1a

0, x <0,

2 X >
Fy(x) =P(Y <x) = —arcsin —, 0<x<as,

1, x> a?,
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vivéix € (0,a2],

Fy(x) = P(Y < x) = P(a®sing < x) = P(sing < aiz)

_p . X P X 2 X
= O<(p<arcs1na—2 + 7'c—arc31na—2<g0<7'( = _arcsin .

(b) Ham mat do xac suat cia X

————, x€10,a%],
fx(x) =4 mvat —x2
0, x ¢ [0,a%].
Suy ra ky vong ctia X la
“+o00 az
B 2 X - E 5
E[X] = /xfx(x)dx— 7T()/\/de— —a

2.4.2 Phan phéi nhi thitc

2.4.2a Phan phoi Béc—nu-li

Dinh nghia 2.15 (Phan phbi Béc-nu-li). Bién ngdu nhién rdi rac X dugc goi 1a tuan theo luat
phan phdi Béc-nu-li (Bernoulli distribution) v6i tham sb p, ky hiéu 1a X ~ B(1,p), néu X
nhan hai gia tri 0, 1 v6i xac sudt tuong ung

P(X=k)=pq'%, k=01, (2.30)
6day0<p<l,g=1—-p.

Dinh ly 2.12. Néu X 1a bién ngau nhién c6 phan phdi Béc-nu-li B(1; p) thi

EX)=p, V(X)=p(d-p) (2.31)

Chitng minh. Theo dinh nghia ky vong va phuong sai ctia bién ngau nhién r¢i rac,
EX)=0)1-p)+D(p)=p va V(X)=(0*1-p)+D)?*p)—p*=p1-p)
O

Nhan xét 2.10. Xét phép thir Béc-nu-li v6i sy thanh cong ctia phép thi 1a sy xuét hién ctia sy
kién A va gia st xac suat xuat hién A trong méi lan thit 1a p. Goi X 1a s6 1an thanh cong trong
mot 1an th thi X 14 bién ngau nhién rdi rac c¢6 phan b6 Béc-nu-li tham sb p. Bién ngéu nhién

X con dugce goi 1a tuan theo phan phbi khong — mot A(p).
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2.4.2b Phan phoi nhi thitc

Dinh nghia 2.16 (Phan phdi nhj thitc). Bién ngdu nhién roi rac X dugc goi la tuan theo luat
phén phdi nhi thic (binomial distribution) v6i tham sb 1 va p, ky hiéu la X ~ B(n, p), néu X

c6 bang phan phdi xac suat

X 0 1 [ k[
P(X=x) | Cop’q" | Cop'q" ' | ... | CRpfg" " | .. | Cip"q°

(2.32)

dday g =1—pvaP(X = k) = Ckp¥g"* qugce tinh bang cong thitc Béc—nu-li (T.19).
yq p nPq g cong

Phan phéi nhi thitc xuat phat tir tén thyc té ctia khai trién nhi thic (p +¢)" c6 n + 1 sb
hang:
(p+9)" =Ca(p)° ()" + Cu(p) (@) + -+ Ci(p)"(9)°.

Néu p +q = 1thi T}, Ck(p)¥(q)"* = 1, day la diéu kién can thiét ctia phan phéi (2.32).
Nhan xét 2.11. 1. Thuc hién n phép thir Béc-nu-li v6i xac suét thanh cong cta su kién A

trong méi 1an thir1a p. Véi mbii = 1,2,...,n, néu & lan thi thi i sy kién A xuét hién ta

cho X; nhan gia tri 1, néu sy kién A khong xuét hién ta cho X; nhan gia tri 0. Nhu vay

X; ~ B(1,p). Goi X la sb lan thanh cong trong 1 phép thir Béc—nu-li nay thi

X=X1+Xo+ -+ Xn ~ B(n,p). (2.33)

2. Néu X ~ B(ny,p) vaY ~ B(np, p) vanéu X, Y doc lap thi X +Y ~ B(ny + ny, p) (xem
Chuong 3).

Pinh ly 2.13. Ky vong va phuong sai ctia bién ngau nhién c¢6 phan phoi nhj thic la

E(X)=np, V(X)=npg (2.34)

Chung minh. Tir Nhan xét 1), bién ngdu nhién X xac dinh bdi (2.33) c6 phan phdi nhi
thic B(n; p). Theo Hé qua (Chuong 3) va Binh ly

va

V(X) =) V(X;) = Z pq = npq.

n
i=1 i=1

]

Vi du 2.28. Ty 1é phé phdm cta 16 hang 1a 4%. Chon ngau nhién 20 san pham dé kiém tra.
Goi X 1a s6 phé pham phat hién dugc. (a) X c6 phan phbi gi? (b) Tinh xac suat c6 dung 5 phé
pham phat hién duge. (c) Lo hang duge xem 1a dat tiéu chudn néu s6 phé pham phat hién
duoc khong nhiéu hon 2. Tinh xac suat dé 16 hang dat tiéu chuan.
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Loi gidi Vi du C6 thé xem viéc kiém tra chat lugng méi san phdm la thuc hién mot phép
thtt Béc—nu-li voi sy thanh cong ctia phép thir 1a phat hién ra phé phdm. Theo gia thiét xac
suat thanh cong ctia moéi lan thir 1a 0,04. Kiém tra 20 san phdm 1a thuc hién 20 phép thtr.

(a) SO phé pham phét hién dugc la s6 1an thanh cong trong 20 phép thir nay. Vay X c¢6 phan
phdi nhi thic X ~ B(n, p), voin = 20, p = 0,04.

(b) P(X =5) = C3, x (0,04)> x (0,96)* = 0,0008.
(c) Xac suat dé 16 hang dat tiéu chudn la

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
= C9,(0,04)°(0,96)% + C1,(0,04)1(0,96)* + C%,(0,04)%(0,96)'® ~ 0,956.

2.4.3 Phan phoi Poa-xong

Céc phép thir mang lai cac gid tri s6 cho bién ngau nhién X, chi s0 cac két qua xdy ra trong
mot khoadng thoi gian nhat dinh nao d6, dugc goi la phép thir Poa-xong. Khoang thai gian
nhat dinh c6 thé 1a mot phiit, mot ngay, tham tri mot nam. Chz?mg han phép thir dém s6 cudc
dién thoai goi dén mot téng dai trong vong 5 phut 1a mot phép thir Poa-xong.

Mot phép thir Poa-xdng c6 ngudn goc tir qua trinh Poa-xdng va c6 cac tinh chat sau.

1. SO lugng két qua xdy ra trong mot khoang thoi gian khong phu thudc vao sb lugng két
qua xay ra trong bat ky khoang thdi gian nao khac. Do d6, qua trinh Poa-x6ng c6 tinh
chat khong nhd.

2. Xac suat xay ra mot két qua trong mot khoang thoi gian ngan ty 1é thuan véi do dai ctia
khoang thoi gian va khong phu thudc vao sb lugng két qua xdy ra bén ngoai khoang
thoi gian nay.

3. Xdc suét c6 nhiéu hon mot két qua sé xay ra trong mot khodng thoi gian ngan 1a khong
déang ké.

Dinh nghia 2.17 (Phan phbi Poa—x6ng). Bién ngdu nhién r0i rac X dugc goi la tuan theo luat

phan phéi Poa-xéng (Poisson distribution) vdi tham s6 A, ky hiéula X ~ P(A), néu X c6 bang

phan phoi xac suat

X 0 1 e k e n
0 T k n
P(X=k)| fret | dre || et ]| Are

(2.35)

A¥ N .y
trong d~é P(X=k) = He_A dugc tinh bang cong thitc Poa-xéng, A la s6 két qua trung binh
trén moi don vi thoi gianvae = 2,71828.. ..

Dinh ly 2.14. Gia st X la bién ngau nhién c¢6 phan phdi Poa-xong tham sb A. Khi do,
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) . A
1. Ham phan phéi xac suat cta X 1a Fx(x) = e * Y}, <X <n+1.

2. Ky vong E(X) = A.

3. Phuong sai V(X) = A va d6 léch chudn o(X) = v/A.
Chirng minh. Ta sé chitng minh hai tinh chit dau cta dinh ly.

1. Suy tryc tiép tir Dinh nghia va Binh nghia

2. St dung Binh nghia

E(X) = ikp(x =k) = ik%]:e—A =AY
k=0 k=0 '

e Ak—1 - Al
MRS G T Ee T

]

Nhén xét 2.12. 1. Phan phéi Poa—x6ng dugc ting dung rdng rai trong nhiéu linh vyc thuc
té nhu kiém tra chat lugng san pham, ly thuyét sap hang, cac hé phuc vu ddm déng, cac

bai todn chuyén mach trong tong dai ...

2. Néu X, X, la hai bién ngdu nhién doc 14p c6 phan phéi Poa—xong tham s 1an lugt A4,
Ay, thi Xj + X5 cling c6 phan phbi Poa—xéng tham s6 A1 + A, (xem Chuong 3).

3. Trong thuc té v6i mot s gia thiét thich hop thi cac bién ngdu nhién 1a cac qua trinh dém
sau: sO cudc goi dén mot t6ng dai; s6 khach hang dén mot diém phuc vuy; sO xe cO qua
mot nga tu; s6 tai nan (xe c0); s6 cac su co xay ra & mot dia diém ... trong mot khoang
thoi gian xac dinh nao dé sé c6 phan phéi Poa—xdng véi tham s A, trong d6 A 1a toc do
trung binh dién ra trong khoang thoi gian nay.

Vi du 2.29. @) mot t6ng dai buu dién, cac cudc dién thoai goi dén xuit hién ngau nhién, doc
lap v6i nhau véi tdc do trung binh 2 cudc goi trong mot phit. Tim xac suat dé (a) C6 ding 5
cudc dién thoai trong vong 2 phut; (b) Khong cé cudc dién thoai nao trong khoang thoi gian

30 gidy; (c) C6 it nhat 1 cudc dién thoai trong khoang thoi gian 10 giay.
Loi gidi Vi du[2.29
(a) Goi X 1a sb cudc dién thoai xuat hién trong vong 2 phtit. X ~ P(A), A chinh 1a sb cudc
dién thoai trung binh dén trong vong 2 phut, A = 4.
P(X =5) = e My = e44 = 0,156.

(b) Goi X 1a s6 cudc dién thoai xuat hién trong vong 30 gidy. X ~ P(A) véi A = 1.
P(X =0) = e = el = 0,3679.
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(c) Goi X 1a 56 cudc dién thoai xuat hién trong vong 10 gidy. X ~ P(A) véi A = 1/3.
P(X>1)=1-P(X=0)=1-e"">=0,2835.

Vi du 2.30. M6t ga ra cho thué 6 t6 thay rang s6 nguoi dén thué 6 t6 vao thi by cubi tudn
1a mot bién ngAu nhién tuan theo luat phan phéi Poa-xong véi tham sd A = 2. Gia st gara ¢6
4 chiéc 6 to. (a) Tim xac suat dé tat ca 4 6 t6 déu dugc thué vao thi 7. (b) Tim xac suat gara
khong dap ting duoc yéu cau (thiéu xe cho thué) vao thit 7. (c) Trung binh c6 bao nhiéu 6 t6
duoc thué vao ngay thu 77

Loi gidi Vi du Goi X 1a bién ngau nhién chi "s6 nguoi dén thué 6 td vao thi bay". Theo gia
thiét X 1a bién ngau nhién phan phdi tuan theo quy luat Poa-xong P(A) véi A = 2. Goi Y la

bién ngiu nhién chi "sd xe 6 t6 dugc thué vao thi bay".

k
(a) Ap dung phéan phéi Poa-xong, P(X = k) = %e_)‘,
P(Y=4)=P(X>4)=1-P(X < 4)

20 21 22 23
_ -2 _
=1-—e¢ (a+i+2—!+§)—0,1429.

4

2
_ _ _ -2 _
(b) P(X >4) = P(X > 4) — P(X =4) = 0,1429 — ¢"277 = 0,0527.

(c) Y c6 thé nhan cac gia tri 0,1, 2, 3, 4, véi

x 0 1 2 3 4
P(Y =x) | 0,1353 | 0,2707 | 0,2707 | 0,1804 | 0,1429

Vay trung binh s 6t6 dugc thué trong ngay thi bay 1a E(Y) = 1,9249, tic 1a khoang 2

chiec.

Chu y 2.3. Gia tri xac suat ciia phan phdi Poa-x6ng dugce tinh sén trong bang Phu luc 5.

2.4.4 Xap xi phan phéi nhi thic bang phan phéi Poa-xong

Trong Muc[L.5.5/ta da dé cap dén viéc tinh xap xi cong thitc Béc-nu-y (L1.19) khi s6 phép thit
n kha 16n béi cong thie (T.21). O day ta xét méi lién hé ctia hai phan phdi tuong tng.
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Dinh ly 2.15. Cho X la bién ngau nhién c¢6 phan phdi nhi thitc B(n, p). Néun — oo, p — 0 va
np — A (A 1a mot hang s6) thi

B(n,p) - P(A) khi n— co.

Trong thuc té néu n d 16n va A = np dd nhd (thda man np < 7) thi ta c6 thé xap xi phan
phdi nhi thic B(n, p) bang phan phéi Poa-xong P(A) va

k

Pu(K) = Ch ()" (1 — ) = (P

e "P (2.36)

Vi du 2.31. Gia st mot cong ty bao hiém nhan tho bao hiém cho cudc sdng ctia 5000 ngudi
dan 6ng & d6 tudi 42. Nghién cttu ctia cac chuyén gia tinh toan cho thay xac sudt dé mot ngudi
dan 6ng 42 tudi sé chét trong mot ndm (xac dinh) 1a 0,001. Hay tim xac sudt ma cong ty sé phai

trd bao hiém cho 4 ngudi trong mot nam (xac dinh).

Loi gidi Vi du Goi X 1a s6 ngudi chét trong mot ndm (xac dinh). X la bién ngau nhién c6
phén phdi nhi thitc tham s6 n = 5000 va p = 0,001. Khi d¢,

50004 000!

B o 4 401 _ =
P(X = 4) = Psoo(4) = C500(0,001)*(1 —0,001) 414996

(0,001)%(0,999)49%,

Vin = 5000 da 16n va A = np = (5000)(0,001) = 5 nén xac sut trén c6 thé dugc xap xi bang
cong thuc Poa-xong:
5+ o (625)(0,006738)

P(X:4):E€ = o = 0,175.
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BAI 8 (2 tiét)

2.4.5 Phan pho6i mi
Dinh nghia 2.18 (Phan phi m1i). Bién ngdu nhién X duoc goi 1a tuan theo luat phan phbi mi

(exponential distribution) véi tham s6 A > 0 néu né c6 ham mat do xac suét c6 dang:

Ae M x>0,
fx(x) = (2.37)
0, x < 0.

Ky hiéu: X ~ £(A).
Vi du 2.32. Bién ngau nhién T c6 phan phéi mi v6i ham phan phdi xac suat
1—e '3, t>0,

Fr(t) =
0, t < 0.

(a) Tim ham mat do xac suat ctia T. (b) Tinh P[2 < T < 4]. (c) Tinh ky vong, phuong sai, do

léch chudn cta T.
Loi gidi Vi du[2.32]
(a)

1
CdFp(t) ) ze? >0,

fT(t) dt =

3
0, trai lai.

Theo Dinh nghia bién ngdu nhién T c¢6 phan phéi mi véi tham s6 A = 1/3.
(b) P[2< T < 4] = Fr(4) — Fr(2) = e72/3 —¢74/3 = 0,250.

(c) St phuong phép tich phan ting phan,

e e 1 +00 400
0
—00 0 0

+o00 —+00
Dé tinh phuong sai ctia T, ta tinh E(T?) = / t2 fr(t)dt = / t22e~!/3dt. Tich phan
0

—00

tirng phan ta dugc

E(T?) = —f2e /3

+oo —+o00 —+o00
+ /Zte_t/3dt:2 / te=t/34t.
0 0 0

—+o0
Vi E(T) = 3,nén / te=t/3dt = 3E(T) = 9. Do d6 E(T?) = 6E(T) = 18 va
0

V(T) = E(T?) — [E(T)]?* =18 — 32 =9.
Do léch chuan la o(T) = /V(T) = 3.
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Dinh ly 2.16. Néu X 1a bién ngdu nhién c6 phan phéi mi £(A) thi

1 Fe(®) 1—e M, x>0,
. Ix(x) =
0, trai lai.

2. u=E(X)=1/A.
3. 2 =V(X) =1/A%

Nhanxét2.13. 1. P(X>x)=1-P(X<x)=1-P(X <x)=1-Fx(x) =e.
2. Phan phdi mii c6 tinh chat khong nhé: P(X > t+5s|X > t) = P(X > s). Vi

_P[(X>t+s)(X>H)]  P(X>t+s)
P(X>t+s|X>t)= P(X > t) ~ P(X> )

Chiy24. 1. Phan phdi mi c6 nhiéu ing dung trong thuc tién.

2. N6i chung v6i mot gia thiét nao d6, khoang thoi gian gitta hai lan xuat hién ctia mot sy
kién E nao d6 sé c6 phan phéi ma. Vi ly do nay phan phdi mii con ¢6 tén goi la phan
phdi ctia thoi gian cho dgi “Waiting time distribution” (khoang thoi gian gitta 2 ca cap
citu & mot bénh vién, khoang thoi gian gitra 2 1an hong héc cia mot chiée may, khoang

thoi gian gitra 2 tran lut hay dong dét...).

Vi du 2.33. Gia stt tudi tho (tinh bang ndm) ctia mot mach dién t trong may tinh la mot bién
ngau nhién c6 phan phdi mi véi ky vong la 6,25. Thdi gian bao hanh ctia mach dién tir nay
1a 5 ndm. Hoi ¢6 bao nhiéu phan trdm mach dién tit ban ra phai thay thé trong thoi gian bao
hanh.

Loi gidi Vi du Goi X la tudi tho ctia mach dién tir trong may tinh. X tuan theo phan phéi
1 1

= =0,16.

E(X) 625

P(X<5)=1-P(X>5)=1-¢=1-¢9 =0,5506. Vay c6 khoang 55,06% mach

dién tir ban ra phai thay thé trong thdi gian bao hanh.

m v6i tham s6 A =

Vi du 2.34. Cong ty dién thoai A thu phi 0,15$ méi phut cho cac cudc goi dién thoai. Vi bat
ky cudc goi nao trong vong mot phut, ho sé tinh phi trong mot phut. Cong ty dién thoai B
cing tinh phi 0,15$ mdi phut. Tuy nhién, cong ty dién thoai B tinh toan phi dua trén thoi
lugng chinh xac cua mot cudc goi. Cho T, thoi lugng ctia mét cude goi tinh béng phut, 1a bién
ngau nhién c6 phan phéi mi véi tham s6 A = 1/3. (a) Ham mat do xac suét ctia T la gi? (b)
Ky vong cta T la bao nhiéu? (c) Doanh thu trung binh cho méi cudc goi E(R4) va E(Rp) cua

cong ty A va B la bao nhiéu?

Loi gidi Vi du
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) L i,
(@) Vi T c6 phan phdi ma voi A = 1/3, fr(t) = ¢ 3
0, trai lai.

—+o00
(b) Theo Dinh Iy 2.16, E[T] = / tr(t)dt = % —3 phat/cudc goi.

(c) Véicongty B, E(Rg) = 0,15 x E(T) = 0,45 $/cudc goi.

Véi cong ty A, dat K = [T] theonghianéu 0 < T < 1thiK = 1,néul < T < 2 thi
K=2,...Khid6 E(R4) = 0,15 x E(K). Dé tinh E(K), trudc hét ta tinh

k
P(K=K) =P(k—1<T<k) = / Fr(B)dt = (e MF1(1— e ),
“1

k
SuyraE(K) = 3. kP(K=k) = ¥ k(1 — p)F1p = %Vc’ﬁ p=1—er Vay
k=1 k=1
0,15 0,15 B .
E(Ry) = T 0,284 (0,15) x (3,5285) = 0,5292 $/cudc goi.

2.4.6 Phan phoi chuin

2.4.4a Phan phoi chuan

Dinh nghia 2.19 (Phan phéi chuan). Bién ngau nhién lién tuc X dugc goi 1a tuan theo luat
phéan phéi chuan (normal distribution) v&i tham s6 U, a2, ky hiéula X ~ N( U, (72), néu ham

mat d6 xac suat ctua X c6 dang

(x —p)?

1 o~ 7
e 202 , xeR (2.38)

o\ 27T

fx(x) =

& day e va i duge lay xap xi 1an luot 1a 2,71828 va 3,14159.

DPinh ly 2.17. Ky vong va phuong sai ctia bién ngiu nhién X c6 phan phdi chuan

E(X)=pu, V(X)=o0? (2.39)

va dd léch tiéu chuan la ¢(X) = 0.

Chirng minh. Dé xéac dinh ky vong, trudc hét ta tinh

e 2

1 _ (=)
E(X—y)zam/(x—y)e 202 dx.

—00

batz = (x — u) /0 vadx = 0dz, ta nhan dugc

1 _2
E(X—y):—/ze 7dz =0,
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vi ham s6 du6i dau tich phan 1a ham 1é ctia z. Do d6,
E(X) = p.

Phuong sai ctia bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi chuan dugce cho béi

7 (x=p)

E[(X —p)?) = (x —p)%e 27 dx.

Pétz = (x — u) /0 va dx = odz, ta nhan duogc

E((X— )] = == [ 2e-%4
[( ‘u)]_\/ﬂ ze Z.

Tich phan ting phan véi u = z va dv = ze = /2dz suy ra du = dz vav = —e %/, ta tim dugc

2 _ O —22/2
ELX =) = (=

[ee) ®© 22
+ / eZdz) =0?(0+1) = o>

]

Nhan xét 2.14. Phan phdi lién tuc quan trong nhat trong linh vyc thdng ké 1a phan phdi
chudn. D) thi ctia ham mat do xac suat fx(x) ctaa bién ngau nhién tuan theo luat phan phéi
chudn, dugc goi la dudng cong chuén, ¢ dang hinh chudng (xem Hinh[2.9), mo ta gan diing
nhiéu hién tugng trong ty nhién, cong nghiép va nghién ctiru.

Hinh 2.9: Puong cong chuin

Hinh mo ta hai dudng cong chuan c6 cung d6 léch chudn nhung ky vong khac nhau.
Hai duong cong giéng hét nhau vé hinh thitc nhung dugc tap trung tai cac vi tri khac nhau

doc theo truc hoanh.

Hinh mo ta hai duong cong chuan c6 cing ky vong nhung d6 léch chuan khac nhau.
Hinh mo ta cho trudng hop ky vong va do léch chuén khéc nhau.
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Hy Lo

Hinh 2.10: Dudng cong chuan véi 1 < pp va o = 0

Hinh 2.11: Pudng cong chudn véi y; = pp va 01 < 07

O3

=] it R

Hinh 2.12: Dudng cong chuan véi 1 < pp va o < 03
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Dinh 1y 2.18. Néu X 1a bién ngiu nhién tuan theo luat phan phéi chuadn N (u,¢?), thi bién
ngau nhién Y = aX + b tuan theo luat phan phéi chudn N (ap + b, a%0?).

Chay25. 1. Néu Xj, Xz 1a hai bién ngau nhién doc lap c6 phan phéi chuén X ~ N (pq,0%),
Xy ~ N (pa,0%) thi Xy + Xp cing ¢6 phan phdi chudn X; + Xo ~ N (1 + po, 07 + 02)
(xem Chuong 3).

2. Néu n bién ngdu nhién doc lap X; cting c6 phan phdi chuan N (u,0?),i = 1,...,n, thi

_ X X oo+ X 2
X =21t zj; * ”NN(V,%)

(xem Chuong 3).

2.4.4b Phan phoi chudn tac
Dinh nghia 2.20 (Phan phéi chudn tic). Phan phoi chudn A (y,0?) voi p = 0vao = 1 goi la
phéan phéi chuén tac N'(0,1).

Néu X 1a bién ngau nhién c6 phan phédi chuan N (u, 0?) thi

X—pu
ag

U= (2.40)

1a bién ngau nhién c6 phan phéi chudn tac N'(0,1). Do d6 cac tinh todn vé X sé dugc quy vé
u.
Dinh nghia 2.21 (Ham mat do xac suat). Ham mat do xac suat ctia bién ngau nhién ¢ phan

phéi chuén tac la

e 2, xeR (2.41)

Hinh 2.13: Ham mat do ctia bién ngau nhién c6 phan phédi chuan tac A/(0,1)

Dinh nghia 2.22 (Ham phan phbi xac suat). Ham phan phdi xac suat ctia bién ngau nhién U

phan phéi chuan tac 1a

2

Dy (x ~7dt, x€R (2.42)

):%[f
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Gia tri cia ham ®(x) dugc tinh san trong Phu luc 3.

Ham ®(x) c6 tinh chat sau.

Dinh Iy 2.19.
D(—x) =1-P(x) | (2.43)
Chirng minh. Tir Dinh nghia
1 [ e 1 2 1
P(—x) = \/T_ﬁ_[o e 2dt = Var e 2dt — \/—_n_ e 2dt =1—P(x)
[

2.4.4¢ Xac suat d€ bién ngiu nhién X ¢6 phan phoéi chuian N (1, %) nhan gia
tri trong khoang («, )

Dinh 1y 2.20. Néu X 1a bién ngdu nhién c6 phan phédi chuan N (u, 0?) thi

P(a<x<[3):¢(/3?7”>—¢(“77”>, a,peR (2.44)
trong do6 ¢(x) la ham sb Lap-la—xo xac dinh bdi (1.24).
Chitng minh. Stt dung phép ddibién t = = ¥ ta nhan dugc
g (x—p)? e
Pla<X<pB) = L /e 202 dx = L e_%dt
o2 ) 27r“_ﬂ
; b o =
2 2 2 2
S / e Zdt+ L / e zdt = L / e zdt— —— [ e 24t
27 27 27 27
sy 0 0
Tir day va (1.24) ta nhan duogc (2.44). O

Hé qua23. 1. P(X<p)=P(-0<X<p) :0,5+¢('B;

~
N——

2. P(X>,x):P([x<X<oo):o,5—¢>("‘;”).

3. P(|X —u| < to) =2¢(t).

Dinh 1y 2.21. Néu X 1a bién ngiu nhién c¢6 phan phéi chudn N (u, ¢?) thi ham phan phdi xac

Fx(x) :cp(x_”).

suat ctia X la

o
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Khi d6, xac sut dé bién ngau nhién X nhan gid tri trong khoang («, B) 1a

Pla< X < B) = @(ﬂ%) - cp(u> (2.45)

g

Chuy2.6. 1. Cacgid tri cia ham Lap-la—xo (1.24) dugc tinh trong bang Phu luc 2 (xem
Muc [1.5.5) dbi v6i cac gia tri x duong. Ham ¢(x) 1a ham 18, tic 1a ¢(—x) = —¢(x). Khi
x > 5ta cé thé lay ¢(x) ~ 0,5.

2. Ham phan phéi xac sudt cta bién ngau nhién phan phéi chuan tac ®(x) xac dinh boi

(2.42) va ham Lap-la—xo ¢(x) xac dinh béi (1.24) c6 mdi lién hé:

d(x) =0,54+¢(x), x>0 (2.46)

Cac gia tri cia ham phan phéi chudn tac ®(x) duoc tinh san trong bang Phu luc 3 déi
vdi cac gia tri x duong.

3. Néu X ~ N (u,0?) thi cac cong thire (2.44) va (2.45) 1a twong duong.

2.4.4d Quy tac 3¢

Tir Hé qua 2.3(3) suy ra xac suat dé d¢ léch tuyét déi ctia bién ngau nhién X ~ N (y, 0?) khéi

tri trung binh ciané bé hon ¢ = to la

P(|X—pu| <e¢) = 2¢<§) hay P(|X —p| < to=c¢)=2¢(t) (2.47)

Thay t = 1,2,3, tra bang gia tri ham s6 Lap-la—xo (Phu luc 2) ta nhan dugc

P(|X —u| <o) =2¢(1) =0,6827,
P(|X —pu| <20) =2¢(2) =0,9545,
P(|X —u| <30) =2¢(3) =0,9973. (2.48)
Quy tac 3¢ dugc phét biéu nhu sau: Hau chic chan ring (vdi do tin cdy 0,9973) X c6 phin phdi
chudn N (u, 0?) ldy gid tri trong khodng (u — 30, u + 30).

Trong thuc té, quy tac 3¢ dugc dp dung nhu sau: Néu quy luat phan phdi xac sut cda
bién ngau nhién dugc nghién ctru chua biét, song n6é thdéa man diéu kién cta Quy tac 3¢ thi

c6 thé xem nhu no 1a bién ngdu nhién c¢6 phan phoi chuén.

Chiy2.7. 1. Phan phéi chuin dugc Gao—xo tim ra ndm 1809 nén né con dugc goi 1a phan
phdi Gao—xo.

2. Phan phbi chudn thuong dugc stt dung trong cac bai toan do dac cac dai lugng vat ly,

thién van ...
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3. Trong thuc té, nhiéu bién ngau nhién tuan theo phan phdi chudn hoic tiém can chuan.
Chang han, trong lugng, chiéu cao cia mot nhém ngudi nao do; diém thi cta thi sinh;
nang suat cay trong; muc lai suat cia mot cong ty; nhu cau tiéu thu cia mot mat hang
nao do6; nhiéu trang trén cac kénh thong tin ...1a cac bién ngiu nhién c¢6 phan phdi

chuan.

Vi du 2.35. Lai suat (%) dau tu vao mot dy an trong ndm 2018 duge coi nhu mot bién ngau
nhién tuan theo quy luat chuan. Theo danh gia ctia iy ban dau tu thi véi xac suét 0,1587 cho
1ai suat 16n hon 20% va véi xac suat 0,0228 cho 1ai suat 16n hon 25%. Vay kha ning dau tu ma
khong bi 16 1a bao nhiéu?

Loi giai Vidu m Goi X 1a 1ai sudt (%) ctia dy 4n trong ndm 2018. Khi d6 X la bién ngdu nhién
c6 phan phéi chudn N (y, 0?). Theo dau bai ta c6

P(X >20) =P(20 < X < 400) =0,5— cp( - ):0,1587
va
P(X >25)=P(25 <X < +00) =0,5— ) = 0,0228.
Pi il
Tir bang gid tri ham s6 Lap-la—xo (Phu luc 2) suy ra =1va = 2. Hay u = 15,

o = 5. Vay kha ning dau tu khong bi 16 1a

P(X >0)=0,54¢(3) = 0,5+ 0,49865 = 0,99865.

2.4.4e Xap xi phan phéi nhi thitc béi phan phoi chuan

Trong Muc [L.5.5]ta da dé cap dén viéc xap xi cong thitc Béc-nu-y bdi cong thiic
khi sb phép thi n kha I6n. g day ta xét chi tiét vé moi lién hé gitta phan ph6i nhi thirc va phan
phdi chuan. Phan phéi chuén c6 thé dung xap xi kha tot cho mét s6 phan phdi roi rac. Ta c6
dinh ly sau ddy mang tén la Dinh ly Moa-vro-Lap-la-xo.

Dinh ly 2.22. Gia st X 1a bién ngau nhién c6 phan phéi nhi thic B(n;p). Néu np > 5 va
n(1—p) > 5 thi X c6 phan phdi xap xi phan phéi chuén véi tham s6 u = np, o = np(1 — p).

2 = np(1 — p) khong chi xap xi

Phan phdi chuan véi ky vong u = np va phuong sai o
kha tot cho phan phéi nhi thirc khi 7 kha 16n va xéac suét p khong qua gan 0 hodc 1 ma con
cung cAp mot xap xi kha tot cho phan phdi nhi thitc ngay ca khi 7 nhé va p gan 1/2. D€ minh
hoa viéc xap xi phan phdi chuan cho phan phdi nhi thirc, ta vé biéu do ctia B(15;0,4) va vé
duong cong chudn c6 cting ky vong u = np = 15 x 0,4 = 6 va phuong sai 0> = np(1 — p) =
15 x 0,4 x 0,6 = 3,6 voi bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi nhi thic X (xem Hinh
2.14).
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71 1S

X

01 2 3 45 6 7 89 11 13 15
Hinh 2.14: Xap xi phan phdi chudn cho phan phéi nhi thic B(15;0,4)

Trong hinh minh hoa vé xap xi phan phdi nhi thic bsi phan phéi chudn, vi ta xap xi mot

phan phéi rdi rac bang mot phan phdi lién tuc, nén can mot sy hiéu chinh dé giam sai so.

DPinh 1y 2.23. Cho X la bién ngadu nhién tuan theo luat phan phéi nhi thitc B(n; p). Phan phbi

xéc suat ctia X dugc xap xi béi phan phoi chudn N (u, 0?) véi u = np va o? = np(1 — p) va
k - k—0,5—
POx=h) = i1 - pr =g (FEEEE) (B2 g

k2 kr 40,5 — ki —0,5—
Plki <X <ko)= ) Copf(1—p)"* = 4>(27”) - 4>(17”) (2.50)
k=k,

Nhan xét 2.15. Hinh va biéu thi biéu do xac suat nhi thic véi n = 25 va p = 0,5,
p = 0,1 tuong ting. Phan phdi trong Hinh 12 hoan toan ddi xing.

plx)

Hinh 2.15: Phan phdi nhi thire véi n = 25 va p = 0,5 xap xi béi phan phdi chuan véi p = 12,5

vao =2,5
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A

plx)

A/IIIIIIII A A S S A

Hinh 2.16: Phan phdi nhi thic va xap xi phan phéi chuan véin =25vap =0,1

Viéc thém +0,5 va —0, 5 chinh 1a yéu t6 hiéu chinh va goi 1a hiéu chinh lién tuc.

Vi du 2.36. St dung phan phoi chuadn xap xi xac sudt X = 8, 9, hoic 10 cho bién ngau nhién
X tuan theo luat phan phdi nhi thitc véi n = 25 va p = 0,5. So sénh v6i cong thirc tinh chinh

Xac.

Loi gidi Vi du Vi X la bién ngau nhién tuén theo luat phan phdi nhi thitc véi n = 25 va
p=0,5,

P(X=8)+P(X=9)+P(X=10) = (c§5 +Cos + ng’) x (0,5)% ~ 0,190535.
St dung cong thirc xap xi voi p =np =12,5,0 = /npq = 2,5 tanhan duoc
P(8 < X < 10) ~ ¢(—0.8) — ¢(—2) = 0,18911.
Gia tri xap xi 0,18911 vdi gid tri thuc 0,190535 1a kha gan nhau.

Vi du 2.37. Kiém tra chat lugng 1000 san phdm vdi ty 1é chinh pham 0,95. Tim xac suat dé sb
chinh pham trong 16 kiém tra tir 940 dén 960.

Loi gidi Vi du Goi X 1a bién ngau nhién chi s6 chinh phadm trong 16 sdn phdm kiém tra, ta
¢6 X ~ B(1000;0,95). V6i n = 1000, p = 0,95, ta c6 np = 950 va np(1 — p) = 47,5 di 16n nén
ta xap xi bdi X ~ N (950;47,5):

— 40 — 0,5 — 950
P(940§X§96O):¢(960+0'5 950)_ (90 0, )

V47,5 V47,5
— ¢(1,52) — p(—1,52) = 2¢(1,52) = 0,8716.
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2.4.7 Phan phoi khi binh phuong
Dinh nghia 2.23 (Phan phéi khi binh phuong). Bién ngiu nhién lién tuc X duoc goi 1a tuan
theo luat phan phéi khi binh phuong v6i n bac tu do, ky hiéula X ~ X2, néu ham mat do xac

suat ctia X c6 dang

E_l
x
fx(x) = Ee_f— x>0,n>0 (2.51)

o day
—+o00
I'(x) = /t"_le—tdt, x >0,
0

1a ham Gamma (da dé cap trong Gii tich 2).

Dinh nghia sau cho cach nhan biét mot bién ngau nhién c¢6 phan phéi khi binh phuong

xuat phat tir 7 bién ngdu nhién doc lap c6 cting phan phdi chuén tac.

Dinh nghia 2.24. Néu X3, Xy, ..., X, la cac bién ngdu nhién doc 1ap c6 cing phan phdi chuan
tac M'(0,1) thi

U, =X3+ X5+ + X2~ X3 (2.52)

(U, ¢6 phan phdi khi binh phuong véi 1 bac tu do).

Ky vong va phuong sai ctia bién ngdu nhién Uy:

E(U,) =n, V(U,) =2n (2.53)

Tinh chat2.1. 1. Néu X; va X, la hai bién ngau nhién doc 1ap c6 phan phéi khi binh
phuong véi nq, 1 bac tur do thi bién ngdu nhién X; + X, ¢6 phan phdi khi binh phuong
vOi 11 4 1 bac tu do (xem ChuongB).

U, —n

V2n

3. Mot hé qua quan trong dugc ding nhiéu trong thong ké (xem Chudng: Néu Xy, Xa, ..., Xp

2. Bién ngau nhién c6 phan phdi xap xi phan phéi chuén tac A (0, 1) khi n dt lon.

1a cac bién ngdu nhién doc lap c6 phan phdi chuan N (1, 02) va

- 1

X = E(X1+X2+---+Xn)
thi

1 & N\
3 21 (X,- — X) ~ X(n—1)- (2.54)
1=
Viéc tinh toan v6i phan phdi x2 dua vé viéc stt dung bang Phu luc 4.
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2.4.8 Phan phoi Student

Dinh nghia 2.25 (Phan phéi Student). Bién ngau nhién lién tuc X dugc goi la tuan theo luat
phéan phéi Student vdi n bac tu do, ky hiéu 1a X ~ #(n), néu ham mat do xac suat cta X c6

dang

—HT'H T n+1
x2 (T)
fx(x) = 1+7 —, —00<x <+ (2.55)

& day I'(x) 1a ham Gamma.
Dé nhan biét mot bién ngau nhién c¢6 phan phédi Student ta sit dung dinh nghia sau.

Dinh nghia 2.26. Néu X va Y la hai bién ngau nhién doc lap tuan theo luat N'(0,1) va x3
tuong ung thi

X
T, = 2~ tn) (2.56)
Vi
(T c6 phan phéi Student véi n bac tu do).
Ky vong va phuong sai cia bién ngdu nhién T, c6 phan phéi Student:
E(T)=0,n>1 V(T,) = niZ' n>2 (2.57)

Tinh chat 2.2. Bién ngau nhién T, c6 phan phéi xap xi phan phéi chuan tac A (0,1) khi n da
l6n.

Nhén xét 2.16. 1. Phan phdi Student c6 cting dang va tinh d6i xiing nhu phan phdi chuén
nhung né phan dnh tinh bién déi ctia phan phdi sau sac hon. Phan phbi chuan khong
thé dung dé xap xi phan phéi khi mau c6 kich thudc nhd. Trong truong hgp nay ta dung
phan phéi Student.

2. Khi bac tu do n ting 1én (n > 30) thi phan phdi Student tién nhanh vé phan phbi chuan.
Do d6 khi n > 30 ta c6 thé dung phan phdi chuén thay thé cho phan phdi Student.

3. Mot hé qua quan trong dugc dung nhiéu trong thong ké (xem Chudng: Néu Xo, X1, X2, - -

1a cac bién ngdu nhién doc lap c6 phan phdi chuan tac M (0,1) thi

X0

Virih, X2

~ t(n). (2.58)
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2.4.9 Phan phoi Fisher

Dinh nghia 2.27. Cho X1, X,..., Xy, vaYy, Ys,..., Yulan+m bién ngau nhién doc 1ap, trong
do X; ~N(0;1)vaY; ~N(0;1),i=1,...,n,j=1,...,m. Khi d6 bién ngdu nhién

Z 1X2

Fn,m " Yz

(2.59)

c6 phan phdi Fisher v6i (1, m) bac tu do (xem Chuong3).

2.5 Tong hop mot s6 de thi

Vi du 2.38 (Dé thi M12020 ky 20183). Mot kién hang c6 10 san pham, trong d6 c6 7 san pham
loai I va 3 san pham loai II. Tién 1i khi ban dugc mdi sdn phadm loai I 1a 50 nghin dong, méi

san pham loai IT 1a 20 nghin dong.
(a) Ngay thu nhat 1dy ngdu nhién tir kién hang ra 3 san phdm va da ban hét ca 3 san phdm
dé. Tim ky vong ctia s6 tién 1ai thu duoc.

(b) Ngay thit hai 14y ngau nhién tir kién hang ra 2 san phdm. Tinh xac suat dé thu duge 100
nghin dong tién 1ai khi ban 2 sdn pham nay.

Loi gidi Vi du
(a) Goi X 1a "s6 tién lai thu dugc”, X nhan cac gia tri 60, 90, 120, 150. Khi do,
1 21 63 35
E(X) = 60 x 0 +90 x X 130 +120 x X 120 + 150 x 20 =123.

(b) Goi A la sy kién "ngay thit hai thu dugc 100 nghin dong tién 1ai khi ban 2 san phdm";
A;: "'ngay thua nhat léy duoc i san phé{m loail",i =0,1,2,3; Ag, A1, Az, A3 1ap thanh hé
ddy dti va P(A) = P(Ag)P(A|Ag) + P(A1)P(A|Ay) + P(A2)P(A| As) + P(As)P(A| As).
Khi do,

1 21 21 15 6 10 35 6 7
PA) = — x4 =2 o 2 P 0T 4667
(A) =150 %21 7120 X 21 T 120 “ 21 T 120 X 21 — 15 = %460

Vi du 2.39 (Dé thi M12020 gitra ky 20191). Bién ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat

kx?(1 — x), néu x € [0,1],
0, néu x ¢ [0,1].
(a) Tim hang s k.
(b) Tinh xac suat dé sau 3 1an lap lai phép thir mot cach doc lap c6 ding 1 1an X nhan gia

tri trong khoang (O; %) .
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Loi gidi Vi du
(a) St dung Tinh chat.3(a),(c) tinh dugc k = 12.

1
2
1
(b) P(o <X < 5) = /12(x2 —x3)dx = % =0,3125.
0

1815

Vay, P3(1) = Cl x p! x (1 —p)? = Cl x (0,3125)! x (0,6875)% = 105

~ (,44312.

) . . . o 3¢73, néux>0
Vidu 2.40 (De thi MI2020 ky 20191). Cho ham mat dd xac suat fx(x) = )
0, neux <0
ctia bién ngau nhién lién tuc X va dinh nghia Y = [X] 1a s6 nguyén 16n nhat khong vuot qua
X (nghiala [x] =0néu0<x<1,[x]=1néul <x<2..).

(@) Tinh P(Y = 0).

(b) Tinh E(Y).

1
Loi gidi ViduR.40{(a) P(Y =0) = P(0 < X < 1) = / 3¢ 34y =1 — ¢ 2,
0
(0) V6i k> 0, P(Y = k) = (1 — =) va E(X) = ¥ kP(Y = k) = L .
k=0 -

Vi du 2.41 (Dé thi M12020 ky 20191). S6 khach hang dén mot cira hang ban 1 1a moét bién
ngau nhién c6 phan phbi Poa-xéng véi trung binh 6 khach hang dén trong vong mét gio. Néu
c6 dung 5 khach hang dén trong khodng thdi gian tir 10:00 dén 11:00 thi xac suat dé c6 it nhat
8 khach hang dén trong khoang thdi gian tir 10:00 dén 11:30 1a bao nhiéu?

Loi gidi Vi du Goi X 1a "s6 khach hang dén ctta hang ban 1é trong vong 30 phut". Khi d6 X
1a bién ngdu nhién c6 phan phéi Poa-xong, X ~ P(A), voi A = 3. Xac suat can tim P(X > 3).

P(X23):1—P(X<3):1—[P(X:0)+P(X:1)+P(X:2)]
43 3t 3
:1—e3{a+f+ﬂ

=1-0,42319 = 0,57681.

Vi du 2.42 (Dé thi MI12021 ky 20193). S6 méay D ban dugc trong ngay ctia mt siéu thi la bién
ngau nhién X tuan theo phan phédi Poisson tham s6 A véi P(X = k) = e”ﬁ—f, k € N. Biét rang
xéc suat ban duge may D trong mot ngay 1a 39,35%. (a) Tinh s6 may D ban dugc trung binh
trong mot ngay ctia siéu thi do. (b) Néu khao sat 30 ngay thi s6 ngay ban dugc may D c6 kha

nang xay ra cao nhat la bao nhiéu?

Loi gidi Vi du (a) Goi X 1a "sb6 may D ban dugc trong mot ngay", X ~ P(A).
P(X >1)=0,3935= 0,6065 = P(X =0) = ¢~
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Trung binh s6 may D ban dugc trong ngay 1a A = — In(0,6065) = 0, 5.

(b) Goi Y 1a "s6 ngay ban dugc may D (trong 30 ngay)"; Y ~ B(n; p) véin = 30; p = 0,3935.
Viln+1)xp—1< mod (Y) < (n+1)x pnén

11,1985 < mod (Y) < 12,1985 hay mod (Y) = 12.

Bai tip Chuong
Bai tap 2.1. Mot chtim chia khéa gom 4 chiée gidng nhau, trong d6 chi c6 mot chiéc md duoc
ctta. Ngudi ta thit ngau nhién tirng chiée cho dén khi mé dugc ctra. Goi X 1a s6 1an thur.

(@) Tim phan phéi xac suat cta X.

(b) Tim ky vong va phuong sai cta X.

(b) Viét ham phan phdi xac suat cta X.

Bai tap 2.2. Mot xa thti ¢6 5 vién dan. Anh ta phai ban vao bia v6i quy dinh khi nao c6 2 vién
tring bia hodc hét dan thi dirng. Biét xac suat ban tring bia & médi 1an ban 1a 0,4 va goi X 1a sb

dan can ban.

(a) Tim phéan phoi xac suat ctia X.

(b) Tim ky vong, phuong sai va viét ham phan phdi xac suat caa X.
Bai tap 2.3. Ty 1é ¢t tri ting ho ing clt vién A trong mot cudc bau ctt téng thong 1a 40%. Ngudi
ta hoi y kién 20 ctt tri dugc chon mot cach ngau nhién. Goi X 1a s6 ngudi bo phiéu cho 6ng A
trong 20 nguoi do.

(a) Tim gia tri trung binh, do6 léch chuan cta X va modX.

(b) Tim P(X = 10).
Bai tap 2.4. Bién ngau nhién roi rac X chi ¢6 2 gia tri x; va xp (x; < xp). Xac suat dé€ X nhan
gia tri x1 1a 0,2. Tim luat phan phdi xac suat cua X, biét ky vong E(X) = 2,6 va do léch tiéu
chudn o(X) =0, 8.
Bai tap 2.5. Mé&i khach udng ca phé tai quan ca phé méi ngay déu dugc phat ngau nhién mot
vé bdc tham, xéac suat khach hang tring tham 1a 0,1. Néu khach hang tring tham lién tuc
trong 5 ngay (tir thit hai dén thir sdu) sé nhan duge 100$, néu khong sé khong duoc gi. An
uéng ca phé lién tuc tai quan nay 4 tuan lién tiép. Goi X$ 1a s6 tién An dugc thudng khi bbc
tham trong 4 tuan dé. Xac dinh ky vong va phuong sai ctia X.
Bai tap 2.6. Tung dong xu 10 lan. Bién ngiu nhién X dugc dinh nghia nhu sau: (X = 1) néu

su kién dung 3 1an ra mat shp xay ra va (X = 0) trong trudong hop con lai. Tinh ky vong E(X)
va phuong sai V(X).
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Bai tap 2.7. C6 5 san pham trong do6 c6 4 chinh pham va 1 phé pham. Ngudi ta lay ra lan luot
hai san pham (lay khong hoan lai).

(a) Goi X la "sb chinh phdm gap phai". Lap bang phan phdi xac suat ctia X. Tinh E(X) va
V(X).

(b) Goi Y la "sd phé phdm gap phai". Lap hé thitc cho mbi quan hé gitra X va Y.

Bai tap 2.8. Nguoi ta dat ngau nhién 10 thé (trong d6 ¢6 5 thé mau do6 va 5 thé mau xanh) vao
10 phong bi (5 phong bi c6 mau d6 va 5 phong bi ¢c6 mau xanh), moi phong bi mot thé. Goi X

1a s6 phong bi ¢6 chita mot thé cuing mau. Tinh gia tri:
(@ P(X=1).

(b) E(X).

Bai tap 2.9. C6 2 kién hang. Kién I c6 3 san pham t6t va 2 san pham xau. Kién II c6 2 sdn pham
tot va 3 san phdm xau. Ly ngau nhién tir kién I ra 2 san pham va tir kién II ra 1 san pham.
Lap bang phan phoi xac suat cho bién ngau nhién chi s6 san pham tot trong 3 san phdm lay

ra.

Bai tap 2.10. C6 hai kién hang. Kién thit nhat c6 8 san pham tot va 2 san phdm xau. Kién thu
hai c6 5 san pham t6t va 3 sdn phdm xau. Lay ngdu nhién 2 san pham tir kién I b6 sang kién I1.
Sau d6 tir kién II 1ay ngau nhién ra 2 san pham. Lap bang phan phdi xac suat ctia bién ngau

nhién chi s6 san pham tt c6 trong 2 san pham lay ra tir kién IL.

Bai tap 2.11. Gieo hai con xtic sac dong chét 5 1an, goi X 1a s6 1an xuét hién hai mat 6.
(a) Tinh xac suat ctia su kién s6 lan xuat hién hai mat 6 it nhat 1a 2.
(b) Tinh E(X), V(X).
(c) Viét ham phan phdi Fx/(x).

Bai tap 2.12. Mot thanh nién nam vao clta hang thay 5 may thu thanh giéng nhau. Anh ta dé
nghi ctta hang cho anh ta thir 1an lugt cdc may dén khi chon dugc may t6t thi mua, néu ca 5
lan déu xau thi thoi. Biét rang xac suat dé mot may xau 1a 0,6 va cac may xau tot doc lap voi

nhau. Goi X la s6 1an thit. Lap bang phan phdi xac sut cta X.

Bai tap 2.13. C6 hai hop bi. Hop 1 ¢6 2 bi trang, 3 bi dé. Hop 11 ¢6 2 bi trang, 2 bi d6. Lay ngau
nhién 2 bi tir hop I bo sang hop 11, sau d6 lai ldy ngau nhién 3 bi tir hop I b6 vao hop L. Lap
bang phan phdi xac suat ctia bién ngdu nhién chi s6 bi trang c6 mat & hop I, hop 11 sau khi da

chuyén xong.

Bai tap 2.14. Mot nguoi di lam tir nha dén co quan phai qua 3 nga tu. Xac suat dé ngusi dé
gdp dén do & cac nga tu tuong tng 12 0,2; 0,4 va 0,5. Goi X 1a s6 dén dé ma ngudi d6 gap phai
trong mot lan di lam (gia st 3 dén giao thong & nga tu hoat dong doc lap v6i nhau).
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(a) Lap bang phan phbi xac suat ctia X. Tinh ky vong, phuong sai cia X. Tim ham phan

phdi xac suét cta X.

(b) Hoi thoi gian trung binh phai ngting trén dudng 1a bao nhiéu biét rang méi khi gap den
do6 nguoi dy phai dgi khoang 3 phuit.

Bai tap 2.15. Mot ngudi chai tro choi tung con xtic sdc can déi dong chat ba lan. Néu ca ba lan
déu xuat hién mat 6 thi thu vé 36$, néu hai lan xuat hién mit 6 thi thu vé 2,8$, néu mot lan

xuat hién mat 6 thi thu vé 0,4$. Biét rang khi choi ngudi d6 phai nop x$.
(@) Tim x sao cho tro choi la vo thudng vo phat.
(b) x bang bao nhiéu thi trung binh méi lan choi, ngudi choi mét 1$?

Bai tap 2.16. Mot kién hang ¢6 12 san pham, trong d6 ¢6 7 sén pham loai I va 5 san phdm loai
II. Khi ban dugc mot san pham loai I thi duoc 1ai 50 ngan dong; con néu ban dugc mot san

pham loai II thi duoc 1ai 20 ngan déng. Léy ngau nhién tir kién hang ra 3 san pham.

(a) Tim quy luat phan phbi xac suat ctia s6 tién 1ai thu dugc do ban 3 san pham do; tinh ky

vong, phuong sai ctia s6 tién 1ai thu duge do ban 3 san phadm do.

(b) Viét ham phéan phdi, vé do6 thi ham phan phoi ctia s6 tién lai thu duge khi ban 3 san
pham do.

Bai tap 2.17. Mot hop dung 15 qua bong ban trong d6 c6 10 qua con mdi. Lan dau ta lay ra
3 qua dé thi dau, sau d6 lai trd 3 qua d6 vao hop. Lan thi hai lai 14y ra 3 qua. Goi X la bién
ngau nhién chi s qua béng mai trong 3 qua lay ra. Lap bang phan phéi xac suat, tinh ki vong,

phuong sai cua X.

Bai tap 2.18. Mot co sd thi nghiém c6 3 phong thi nghiém nhu nhau. Xac suat thuc hién thanh
cong mot thi nghiém caa cac phong lan luot 12 0,6; 0,7 va 0,8. Mot sinh vién chon mot phong

thi nghiém bat ky va tién hanh 3 thi nghiém doc lap. Goi X la s6 thi nghiém thanh cong.
(a) Lap bang phan phbi xac suét cta X, tinh ky vong E(X) va phuong sai V(X).
(b) Theo anh (chi) thi kha nang chac chan sé thanh cong may thi nghiém?

Bai tap 2.19. Bién ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat

ksin3x, x ¢ (0%)

fx(x) = o
O, X % (0, 5) .
(a) Xac dinh k va ham phan phéi Fx(x).
(b) Tinh P(7/6 < X < 7/3).
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Bai tap 2.20. Bién ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat

fx(x) = o

Xdac dinh hang sb ¢ va sau d6 tinh ky vong ctia X.

Bai tap 2.21. Bién ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do 1a fx(x) = ae ¥, (—co < x < +-00).
(a) Xac dinh a.
(b) Tim ham phan phdi ctia bién ngau nhién X, bién ngiu nhién Y = X2.
(c) Tim E(X), V(X).

(d) Tinh xac suat dé sau ba lan 1p lai phép thtr mot cach doc 1ap c6 2 1an X nhan gia tri
trong khoang (0;1n 3).
Bai tap 2.22. Nhu cau hang nam ve loai hang A 1a bién ngﬁu nhién lién tuc X c6 ham mat do

xéc suat nhu sau (don vi: ngan san pham):

k(30 —x),  x€(0,30),

fx(x) =
0, x ¢ (0,30).

(a) Tim k.
(b) Tim ham phan phéi Fx(x).
(c) Tim nhu cau trung binh hang nam ve loai hang do.

Bai tap 2.23. Cho bién ngau nhién lién tuc X c6 ham phan phdi xac suat

0, x <0,
1

Fx(x) = E—kcosx, 0<x<m,
1, X > 7T.

(a) Tim k.
() TlmP(O< X < g)

(c) Tim E(X).

Bai tap 2.24. Cho bién ngdu nhién lién tuc X c6 ham phéan phéi xac suat

0, x < —a,
Fx(x) = ¢ A+ Barcsin g, x € (—a,a),
1, X > a.
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(a) Tim A va B.
(b) Tim ham mat do xac suat fx(x).
Bai tap 2.25. Ham phéan phdi xdc suat ctia bién ngdu nhién lién tuc X c6 dang
Fx(x) =a+barctanx, (—o00 < x < +00).
(@) Timhéséavab.
(b) Tim ham mat do xac suat fx(x).

(c) Tim xac suat dé khi tién hanh 3 phép thir doc 1ap c6 2 lan X nhan gia tri trong khodng
(=1;1).

Bai tap 2.26. Bién ngdu nhién X lién tuc trén toan truc sé va c6 ham phan phdi xéac suat
Fx(x) = 1/2+1/rarctan */2. Tim gia tri c6 thé c6 ctia x1 thda man diéu kién P(X > x;) = 1/4.
Bai tap 2.27. Thu nhap ctia dan cu tai mot viing 1a bién ngdu nhién lién tuc c6 ham phan phéi
xéc suat nhu sau:
4
x
—0> , x > xg, &« >0,

Fy(x) = 1_(x

0, x < Xp.

Hay xéac dinh mitc thu nhap sao cho 14y ngdu nhién mét nguoi & ving dé thi thu nhap cda

ngudi ndy vugt qua muc trén véi xac suat 0,5.

Bai tap 2.28. Thoi gian phuc vu méi khach hang tai mot clra hang an nhanh 1a bién ngau

nhién X tuan theo quy luat Iy thira véi ham mat do xac suat

5e~%, x >0,
fx(x) =

0, x <0
véi x dugc tinh bang phut/khach hang.
(a) Tim xac suat dé thoi gian phuc vu mét khach hang nao d6 sé nam trong khoang (0,4; 1) (phut).
(b) Tinh thai gian trung binh dé phuc vu mot khach hang.

Bai tap 2.29. Bién ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat

e ", khi x>0,
fx(x) =
0, khi x <0.

(a) Tinh P(X > 5).
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(b) Xac dinh ham phan phéi xac suat ctia bién ngdu nhién Y = —2X + 5.
Bai tap 2.30. Cho ham mat do xac suat

3e 3%, néux >0,

0, néux <0

ctia bién ngau nhién lién tuc X va dinh nghia Y = [X] 1a s6 nguyén 16n nhat khong vugt qua
X (nghiala [x] =0néu0<x<1,[x]=1néul <x<2..).

(a) Tinh P(Y = 0).

(b) Tinh E(Y).

Bai tap 2.31. Ban 5 vién dan vao mot muc tiéu. Xac suat tring dich ctia méi lan ban nhu nhau
va bang 0,2. Mudn phd hiiy muc tiéu phai c6 it nhat 3 vién triing muc tiéu. Tim xac suat muc
tiéu bi pha hay.

Bai tap 2.32. Xac suat dé mot sinh vién cham gio thi la 0,02. Tim s6 sinh vién cham gid thi c6

kha nang xay ra nhiéu nhat trong 855 sinh vién du thi.
Bai tap 2.33. C6 10 mdy san xuat sdn pham (doc lap nhau), m6i mdy san xuat ra 2% phé pham.

(a) Tir mbi mdy san xuat lay ngdu nhién ra mot san phadm. Hoi xac suat ldy dugc nhiéu nhat

2 phé pham trong 10 san pham nay la bao nhiéu?

(b) Trung binh c6 bao nhiéu san phdm dugc sdn xuat bdi may dau tién trude khi né tao ra

phé pham dau tién (gia st cac sdn pham san xuét ra la doc lap)?

Bai tap 2.34. Mot ga ra cho thué 6t6 thy rang sb nguoi dén thué 6t6 vao thit by cudi tuan la

mot bién ngau nhién c6 phan bd Poa-xong v&i tham s6 A = 2. Gia st gara c6 4 chiéc 6t0.
(a) Tim xac suat dé tat ca 4 6t6 déu dugc thué vao thi 7.
(b) Tim xac suat gara khong dap tng dugc yéu cau (thiéu xe cho thué) vao thu 7.
(c) Trung binh c6 bao nhiéu 6t6 dugc thué vao ngay thua 7?

Bai tap 2.35. S6 khach hang dén mot ctra hang ban 1é 1a mot bién ngau nhién c6 phan phdi
Poa-x6ng v6i trung binh 6 khach hang dén trong vong mot gio.
(a) Néu c6 dung 5 khach hang dén trong khoang thdi gian tir 10:00 dén 11:00 thi xac suat
dé c6 it nhét 8 khach hang dén trong khoang thoi gian tir 10:00 dén 11:30 1a bao nhiéu?

(b) Néu c6 it hon 6 khach hang dén trong khoang thoi gian tir 10:00 dén 12:00 thi ctra hang
duogc xem nhu 1a khéng c6 lgi nhuan. Tim xac suat dé clrta hang c6 dung 1 ngay co lai

trong mot tuan (gia st ctra hang md clra 6 ngay trong tuan).
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Bai tap 2.36. Goi bién ngau nhién Y 1a ty 1é ngudi trong 1000 ngudi My xdc nhan rang c6
udng nhiéu hon 5 cdc bia moi ngay. Gia st rang ty 1& dung la 10% trén toan bo dan sé6 My.
Tinh E(Y), V(Y).

Bai tap 2.37. Gia st X 1a bién ngdu nhién tuan theo luat phan phdi chuén véi trung binh 1a 3
va phuong sai 1a 0,16.

(a) Hay tinh P(X > 3), P(X > 3,784).
(b) TimcsaochoP(3—c < X <3+¢)=0,9.

Bai tap 2.38. Cho bién d¢ dao dong ctia mot vat la bién ngdu nhién lién tuc 6 ham phan phdi
xéc sut 1a ,

1-— e%, néu x > 0,

Fx(x) = )

0, néu x < 0,
trong d6 o 1a tham sb da biét. Tinh xac suat dé bién d6 giao dong d6 16n hon tri trung binh
cta no.
Bai tap 2.39. Lai suat (%) dau tu vao mot dy an trong ndm 2019 duoc coi nhu mot bién ngau
nhién tuan theo quy luat chuan. Theo danh gia ctia Gy ban dau tu thi védi xac suat 0,1587 cho
1ai suat 16n hon 20% va véi xac suat 0,0228 cho lai suat 16n hon 25%. Vay kha ning dau tu ma
khong bi 16 1a bao nhiéu?

Bai tap 2.40. Tung mot dong xu vo han 1an, xac suat thu duge mat ngira méi lan la p.

(a) Goi X 1a s6 lan tung dén khi xuat hién mat ngira 1an dau tién (tai 1an tung thit X). Tinh
E(X).

(b) Tinh xac suat xuat hién ding 6 lan ngtra trong 10 lan tung.
(c) Tinh xac suét dé 1an xuat hién mat ngtra thit 6 roi vao lan tung thu 10.

Bai tap 2.41. Xét mot phan tu hinh tron tim O(0,0) ban kinh bang a, ky hiéu 1a OAB, vdi toa
do tuong ung la A(a,0) va B(0,4).

(a) Trén doan OA léy ngau nhién mot diém C. Tim phéan phéi xac suat ctia d6 dai doan OC.

(b) Dung mot dudng thang di qua C, vuong goc v6i OA va cit cung tron tai diém D. Tinh
ky vong va phuong sai caa d¢ dai doan CD.

Bai tap 2.42. Lay ngdu nhién mot diém M trén nita dudng tron tdam O, duong kinh AB = 2a.
Biét rang xac suat diém M roi vao cung CD bét ki ctia nita dudng tron AMB chi phu thudc
vao do¢ dai cung CD.

(a) Tim ham phan phdi xac suat ctia bién ngdu nhién Y chi dién tich tam gidc AMB.
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(b) Tim gia tri trung binh ctia dién tich tam gidc ay.

Bai tap 2.43. Tir diém A(0, —a) (a > 0) trong nita mat phang toa do xOy phan x > 0, ngudi
ta ké ngdu nhién moét tia At hop véi tia Oy mot goc ¢. Biét ¢ 1a bién ngdu nhién c6 phan phdi
déu trong khoang (0, 7r/4). Tia At cat Ox tai diém M.

(@) Tim ham phan phdi xéac suat ctia bién ngau nhién X chi dién tich tam gidc AOM.
(b) Tim gia tri trung binh ctia dién tich trén.

Bai tap 2.44. M6t cong ty kinh doanh mat hang A du dinh sé 4p dung mét trong hai phuong
an kinh doanh: Phuong an 1: Goi X (triéu dong/thang) 1a lgi nhuan thu duge. X; ¢6 phan
phdi chudn N (140;2500). Phuong an 2: Goi X; (triéu dong/thang) 1a lgi nhuan thu duge. X,
c6 phan phéi chuan A (200;3600). Biét rang cong ty ton tai va phat trién thi lgi nhuan thu
dugc tir mat hang A phai dat it nhat 80 triéu dong/thang. Hoi nén 4p dung phuong an nao
dé rdi ro thap hon.

Bai tap 2.45. Trong lugng ctia mot loai trai cay tuan theo ludt phan phéi chuén vdi trong lugng
trung binh 1a 250g, do léch chuén la 5g. Trai cay loai I 1a trai cdy c6 trong lugng khong nho
hon 260g.

(a) Mot ngudi lay 1 trai tir trong sot trai cay ra. Tinh xac sudt nguoi nay lay dugc trai cay

loai I.

(b) Néu lay duoc trai loai I thi ngudi nay sé mua sot d6. Nguoi ngay kiém tra 100 sot. Tinh

xac suat ngudi nay mua dugc 6 sot.

Bai tap 2.46. Mot day chuyén tu dong khi hoat dong binh thuong c6 thé san xuat ra phé pham
vdi xac suat p = 0,001 va dugc diéu chinh ngay lap tic khi phat hién c6 phé pham. Tinh s

trung binh cdc sdn phdm dugc san xuat gitra 2 1an diéu chinh.

Bai tap 2.47. Trong mot ky thi diém sb trung binh ctia cac sinh vién la 80 va d6 1éch chuén la

10. Gia str diém thi ctia sinh vién tuan theo luat phan phéi chuén.

(a) Néu gido viéen mudn 25% sb6 sinh vién dat diém A (nhém diém cao nhét) thi diém s6
thap nhat dé dat diém A 1a bao nhiéu?

(b) Chon ngdu nhién 50 sinh vién, tinh xac suat trong d6 c6 nhiéu hon 10 sinh vién dat diém
A (diém A lay & cau (a)).

Bai tap 2.48. Duong kinh ctia moét loai chi tiét do mot may san xut tuan theo luat phan phdi
chuén, véi ky vong la 20mm va do léch chuén 1a 0,2mm. Tinh xéc suat dé ldy ngdu nhién mot

chi tiét c6 duong kinh trong khoang 19,9mm dén 20,3mm.
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Bai tap 2.49. Chiéu cao cia nam gi6i khi trudng thanh la bién ngau nhién tuan theo luat phan
phdi chudn véi chiéu cao trung binh 1a 160cm va do léch chudn la 6cm. Tim xac sut dé do

ngau nhién 4 ngudi thi ¢6 it nhat mot nguoi co chiéu cao nam trong khoang (158-162)cm.

Bai tap 2.50. Dung hai phuong phap dé tinh sai s6 cia mot bién ngau nhién. Phuong phap 1:
Cho sai s6 d6 bang 2X v6i X 1a bién ngau nhién c6 phan phéi chuan N (0; 25). Phuong phép 2:
Cho sai s6 d6 bang tong hai bién ngiu nhién doc lap Y = Y7 + Y trong d6 E(Y;) = E(Y2) =0
va o (Y1) = o(Y2) = 5. Hoi phuong phap nao dugc wa dung hon?
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Chuong 3

Bién ngau nhién nhiéu chiéu

Thong qua cong cu gidi tich, chuong nay gidi thiéu veé

1.

2.

Khéi niém va phan loai bién ngau nhién nhiéu chiéu.

Phan phdi xac suat (dong thoi, bién) ctia bién ngdu nhién hai chiéu roi rac va lién tuc.

. Phan phoi c6 dieu kién.
. Tinh doc 14p ctia cc bién ngau nhién.

. Khai niém va tinh chat cta ky vong, phuong sai, hiép phuong sai, hé s tuong quan.

Luat s6 16n va dinh ly gidi han trung tam.
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BAI 9 (2 tiét)

3.1 Khai niém va phan loai bién ngau nhién nhiéu chiéu

3.1.1 Khai niém

Trong nhiéu bai toan thuc té ta thuong phai xét dong thoi nhiéu bién ngau nhién Xq, X, ..., X,
c6 quan hé véi nhau.
Mot bién ngdu nhién n-chiéu (véc-to ngau nhién n-chiéu) la mot bo co thi tu (Xq, X, . . ., Xn)
vOi cac thanh phz?m Xy, Xy, ..., X, lanbién ngéu nhién xdc dinh trong cung mot phép thu.
Ky hiéu bién ngau nhién hai chiéu la (X,Y), trong d6 X 1a bién ngiu nhién thanh phan
thit nhat va Y 1a bién ngiu nhién thanh phan thi hai.

3.1.2 Phan loai

Bién ngau nhién n-chiéu (X1, Xy, ..., X, ) 1a lién tuc hay roi rac néu tat ca cac bién ngdu nhién
thanh phﬁn X1, X2, ..., Xy 1alién tuc hay roi rac.

D€ cho don gian, ta nghién ctru bién ngau nhién hai chiéu (X, Y), trong d6 X va Y la cac
bién ngdu nhién mot chiéu. Hau hét cac két qua thu dugc déu c6 thé mé rong cho trudong hop
bién ngau nhién n-chiéu.

Trong chuong nay ta khong xét truong hop bién ngdu nhién hai chiéu c6 mot bién ngau

nhién rdi rac va mot bién ngau nhién lién tuc.
Vi du 3.1. Mot nha may san xuat ra mot san pham.

1. Goi X, Y, Z lan lugt la cac bien ngau nhién chi chiéu dai, chiéu rong va chiéu cao ctia san

pham (don vi tinh la cm).

(a) (X,Y,Z)labién ngau nhién ba chiéu md ta kich thudc ctia sdn pham.

(b) Néu chi quan tdm dén chiéu dai va chiéu rong ctia san pham ta dugc bién ngau
nhién hai chiéu (X, Y).

2. Néu quan tdm dén trong lugng G va thé tich V ctia sdn pham thi ta dugc bién ngiu
nhién hai chiéu (G, V).
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3.2 Bang phan phoi xac suat ctia bién ngau nhién hai chiéu
roi rac
3.2.1 Bang phan phoéi xac suat dong thoi

Dinh nghia 3.1 (Bang phan phdi xac suat dong thoi). Bang phan phdi xac suét ctia bién ngau
nhién hai chiéu rdi rac (X, Y) la

Y
X n Yj Yn ;
X1 P11 ce p1] ‘e Pin P(X = xl)
Xj pil Pij Pin P(X = x;)
Xom Pl Pij Pmn P(X = xy)
D P(Y=y1) ... P(Y=yj) ... P(Y=yn) | LiL=1

trong d6x;,i=1,...,m,y;,i=1,...,n1a cac gia tri c6 thé c6 ctia cic bién thanh phan X va Y
g i Yjr] g 1 P

tuong ung; cac xac suat pij dugc xac dinh boi

p,-j:P(X:xi,Y:y]-), i=1,....mj=1,...,n (3.1)

Bang nay con dugc goi la bang phan phdi xac sudt dong thoi cta hai bién ngdu nhién rdi

rac X va Y. Bang nay c6 thé ra vo han néu m, n nhan gia tri oo.
Tinh chit3.1. (a) 0 < pij <lvoimoii=1,...,m,j=1,...,n
(b) YL i pi=1

Dinh nghia 3.2 (Bién ngiu nhién doc lap). Hai bién ngau nhién rdi rac X va Y doc lap voi

nhau neu

PX=x,Y=y;))=P(X=x)P(Y=y;) Vi=1,....mj=1,...,n (3.2)

Vi du 3.2. Liy ngau nhién 3 san phdm tir mot 16 hang gom 5 san phdm loai I, 4 san phdm loai
IT va 3 sén pham loai III. Goi X, Y lan lugt la s6 san pham loai I va loai II trong 3 sdn phdm
lay ra. (a) Lap bang phan phdi xac suat dong thoi ctia hai bién ngdu nhién X va Y. (b) Tinh
P(X = 0).

Loi gidi Vi du[3.2)(a) X c6 thé nhan cac gid tri 0,1,2,3, Y 6 thé nhan cac gia tri 0,1,2, 3.
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cicicz 12
P(X=0,Y=1)= 22338 = —
c3, 220

Tuong tu ta c6 thé tinh dugc P(X =4,Y = j) v6imoii,j =0,1,2,3.

Bang phan phdi xac suat can tim la

Y
0 1 2 3
X
0 1/220 | 12/220 | 18/220 | 4/220
1 15/220 | 60/220 | 30/220 0
2 30/220 | 40/220 0 0
3 10/220 0 0 0

1 12 18 4 35
p— p— 3 p— p— / p— f—
(b) P(X =0) = ZJZOP(X 0.Y =j) 220 * 220 + 220 + 220  220°

3.2.2 Bang phan phoéi xac suat thanh phan (bién)
Tu Dinh nghia3.1]ta suy ra:

Dinh nghia 3.3. (a) Bang phéan phoi xac suét ctia bién ngiu nhién thanh phan X:

X X1 X7 Xm
P|PX=x1) | P(X=x3)|... | P(X=1xp)

trong d6 P(X = x;) = 2}1:1 piiy i=1,...,m.

(b) Bang phan phdi xéac suat cia bién ngau nhién thanh phan Y:

Y Y1 ) Yn
PIPY=wy) PY=y2) | ... | P(Y=yn)

trongdo P(Y =y;) =YL pij, j=1,...,1
Nhan xét 3.1. Tir cac bang phan phbi thanh phan ta c6 thé dé dang xac dinh cac tham s6 dac
trung ctia cc bién ngdu nhién thanh phan X va Y.
Vi du 3.3. Trong Vidu bang phan phdi xac suat dong thdi ctia hai bién ngdu nhién X va
Y dugc bd sung thém cot P(X =i),i=0,1,2,3vahang P(Y =j),j=0,1,2,31a

Yoy 1 2 3 | P(X=1i)

X
0 1/220 | 12/220 | 18/220 | 4/220 | 35/220
1 15/220 | 60/220 | 30/220 | 0 | 105/220
2 30/220 | 40/220 | 0 0 70/220
3 10/220 | 0 0 0 10/220
P(Y =j) |56/220|112/220 |48/220 | 4/220 | ¥, ¥ =1
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(a) Bang phan phdi xac suat cia X va ctia Y la

X 0 1 2 3 Y 0 1 2 3

P | 35/220 | 105/220 | 70/220 | 10/220 P | 56/220 | 112?220 | 48/220 | 4/220
) () = QBT 00 £ Q)70+ (10) _

Eoee) — (@) + (1)(105) + (2)(70) +(3)(10) _ 100

220

V(X) = E(X?) — [E(X)]? = 2.1591 — (1.25)% = 0.5966.
o(X) = /V(X) = v0.5966 ~ 0.7724.

Vi du 3.4. Tir két qua phan tich cac s liéu thong ké trong thang vé doanh s6 ban hang (X) va

chi phi cho quang céo (Y) (don vi triéu dong) ctia mot cong ty, thu dugc bang phan phébi xac

suat dong thoi nhu sau:

X
100 | 200 | 300
Y
1 0,15 0,1 | 0,14
1,5 0,05| 0,2 | 0,15
2 0,01{0,05|0,15

(a) Tinh gid tri trung binh va phuong sai ctia doanh s6 ban hang. (b) Tinh gia tri trung binh

va phuong sai cta chi phi cho quang cdo.

Loi gidi Vi du 3.4 Lap bang phan phéi xac suat cia X va Y:

X | 100
P 10,21

200
0,35

300 Y| 1
0,44 P 0,39

1,5 2
040,21

(a) Trung binh va phuong sai cia doanh s6 ban hang 1a E(X) va V(X) dugc tinh dya trén
Dinh nghia[2.8(a) va cong thic (2.18)

E(X) =100 x 0,21 + 200 x 0,35 -+ 300 x 0,44 = 223
E(X?) =100 x 0,21 + 200% x 0,35 + 300% x 0,44 = 55700
V(X) = E(X?) — [E(X)]? = 55700 — (233)% = 1411.

(b) Tuong tu, trung binh va phuong sai cta chi phi cho quang cao la:

E(Y)=1x0,39+1,5%x0,4+2x0,21 =1,41
E(Y?) =12x0,39+1,5* x 0,4 +2%x 0,21 =2,13
V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?> = 2,13 — (1,41)% = 0,2419.
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Vi du 3.5. Cho X, Xp, X3 la cac bién ngau nhién doc lap theo luat phan phdi Poa-xong véi
tham s6 A; = 1, A, = 2, A3 = 3. Tinh Xac suat ctia cic su kién (a) S6 16n nhat trong cac sO
X1, X, X3 khong nhé hon 1. (b) S6 nhd nhét trong cac s6 X1, Xp, X3 khong nho hon 1.

Loi gidi Vi du3.5]

(@) P(max{Xy, Xp, X3} > 1) =1 — P(max{Xy, Xz, X3} < 1). S&t dung tinh doc lap cuta cac

bién ngau nhién X1, X5, X3 suy ra
P(max{Xy, X», X3} <1) = P(X; <1, X2 < 1,X3 < 1) = P(X; < 1)P(Xs < 1)P(X3 < 1)

= P = 0P0G = 0P =0) = () (e25) (5,

Suy ra P(max{Xy, Xp, X3} > 1) ~ 0.9975.

(b) P(min{Xy, Xy, X3} > 1) = P(X3 > 1,Xy > 1,X3 > 1). St dung tinh doc 1ap cuia céc
bién ngiu nhién X1, X,, X3 ta dugc:

P(min{Xy, X3, X3} > 1) =P(X; > 1) P(X; > 1) P(X3 > 1)
= (1-P(X1<1)) (1-P(X <1)) (1-P(X3 < 1))

_(yeHa) (=) (@) (=) (3)
() ) ()

~ 0.5194

3.2.3 Phan phoi ¢ diéu kién
Tt Binh nghia 3.1] ta suy ra:

Dinh nghia 3.4. (a) Bang phan phoi xac suat ctia X véi dieu kién (Y = y;):

X|(Y =y) X1 X2 Xm
p p(aaly;) | plealy;) | - | p(xmly;)

trong d6 p(x;ly;) = P[(X = x)[(Y =y))],i=1,.... m;j=1,...,n

(b) Bang phan phdi xéac suat ctia Y vdi diéu kién (X = x;):

Y[(X = x;) ! Y2 Yn
P p(yilxi) | p(y2lxi) | - | p(ynlxi)

trong do p(y]'|xi) =P[(Y = yj)|(X =x)],i=1,...mj=1,...,n
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Nhan xét 3.2. (a) Tir baing phan phbi xac suat c6 diéu kién ta c6 thé tinh duge ky vong (c6
diéu kién) ctia tirng bién ngau nhién.

(b) Céc xac suat c6 diéu kién dugc tinh nhu thong thuong, tic 1a

PX=ux;, Y= y]-)

P(X:xi|Y=]/j> = P(Y = y)) hodc
P(x =t £ D) = HEG T

va
P <Y = yjlX = xi> = P(YP:()?,:;;): X;) hosic
P(YzyﬂXer)) - P(YP:(}?';;)G D)

Vi du 3.6. V6i gia thiét ctia Vi du
(@) Néu chi phi cho quang cdo 1,5 triéu dong thi doanh sb trung binh 1a bao nhiéu?
(b) Néu muén doanh s 1a 300 triéu dong thi trung binh phai chi phi cho quang cdo bao
nhiéu?
Loi gidi Vi du[3.6/Cac bang phan phéi xac suét c6 diéu kién la:
Y|(X=300)| 1|15 2

X[(Y =1,5) ] 100 [200] 300
P 0,125 | 0,5 | 0,375 P olElB

(a) Néu chi chi phi cho quang cdo 1,5 triéu dong thi doanh s6 trung binh la

E(X|Y =1,5) = 100 x 0,125 + 200 x 0,5 + 300 x 0,375 = 225 (triéu dong).

(b) Néu mudn doanh s6 1a 300 triéu dong thi trung binh phai chi phi cho quang cao 1a

14 15 5 N
E(Y|X =300) =1 x u 1,5 x i +2x i 1,5136 (triéu dong).

3.3 Ham phan phoi xac suat

3.3.1 Ham phan phoi xac suat dong thoi
Dinh nghia 3.5 (Ham phan phéi dong thoi). Ham hai bién Fyy (x, y) xac dinh béi:

(3.3)

Fxy(x,y) =P(X<x,Y<vy), xyeR

dugc goi la ham phan phdi xac suét ctia bién ngau nhién hai chiéu (X, Y) va con dugc goi la

ham phan phdi xac suat dong thoi ctia cac bién ngdu nhién X va Y.
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Tir (3.3) va Dinh nghia ham phan phéi xac suat ctia bién ngdu nhién hai chiéu roi rac
(X,Y) dugc xac dinh bai

Fxy(x,y) =) ) P(X=ux,Y =yj) (3.4)

X <x Yi<y

Vidu 3.7. Tir s6 liéu ctia Vi du hay tinh Fx y(2;3).
Loi gidi Vi du[3.7/St dung cong thuce (3.4),

Fxy(2,3)=). ) P(X=x,Y=y;)=pn+p2=012+0,15=0,27.
xi<2y;<3

Sau day la mot s6 tinh chat ciia ham phan phbi xac suat cta bién ngiu nhién hai chiéu
(X,Y).

Tinh chit3.2. (a) 0 < Fxy(x,y) <1
(b) Néu x < x1,y < y1 thi Fxy(x,y) < Fxy(x1,y1)-

(¢) Fxy(—o0,y) = Fxy(x, —00) = 0; Fxy (400, +00) = 1 (gia tri oo hiéu theo nghia lay gidi
han).

(d) V6ix; < xp,y1 < yptaludn co

P(x1 <X <x,y1 <Y <y2) = Fxy(x2,y2) — Fxy(x2,¥1) — Fxy(x1,¥2) + Fxy(x1,1)-
(3.5)

Nhan xét 3.3. Vé phai ctia (3.5) chinh la xac xuat dé diém ngau nhién (X, Y) roi vao hinh chi
nhat ABCD trong Hinh

Y

Y2+---D C
Yifp---A} ' B
0 X1 X2

Hinh 3.1: Mién ABCD trong Nhan xét[3.3]
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3.3.2 Ham phan phoéi xac suat thanh phan (bién)
Cac ham
Fx(x) =P(X<x)=P(X<x,Y < +4o0) = yl_igloo Fxy(x,y) = Fxy(x,+0),

Fr(y) = P(Y <y) = P(X < +oo,Y <y) = lim Fyy(x,y) = Fxy(+o0,y)

goi la cac phan phéi bién ctia bién ngiu nhién hai chiéu (X, Y). Pay cting chinh la cidc phan

phdi (mot chiéu) thong thuong cta X va Y tuong ing.

Dinh nghia 3.6 (Bién ngau nhién doc 1ap). Hai bién ngdu nhién X va Y doc lap néu

Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y), Yxy €R (3.6)

Nhin xét 3.4. Tit Dinh nghia néu X va Y doc lap ta c6 thé nghién ciru tirng bién ngau
nhién theo cac phuong phap da c6 & Chuong 2, dong thdi tir cac phan phoi bién ctia X va Y
ta 6 thé xac dinh dugc ham phan phoi xac suat dong thoi Fy y(x, y) cia X va Y theo (3.6).

3.4 Ham mat d6 xac suat cua bien ngau nhién hai chiéu lién

tuc

3.4.1 Ham mat d6 xac suat dong thoi

Dinh nghia 3.7 (Ham mat do dong thdi). Gia stt ham phan phéi xac suét ctia bién ngdu nhién
hai chiéu lién tuc (X,Y) 1a Fxy(x,y). Khi d6, ham mat d6 xac suét ctia bién ngiu nhién hai
chiéu lién tuc (X, Y) 1a ham hai bién fxy(x,y) > 0 théoa man:

x Y
Fxy(x,y) = / /ny(u,v)dudv (3.7)

—00 —&0

fxy(x,y) con dugce goi 1a ham mat do xac suat dong thoi ctia hai bién ngdu nhién lién tuc X

vay.

Nhan xét 3.5. Vé mat hinh hoc, ham fx y(x,y) c6 thé xem nhu 1a mot mat cong trong R® va

dugc goi 1a mat phan phéi xac suét.

Vi du 3.8. Hinh[3.2/mo t& mat phan phéi xdc sudt ciia ham fxy(x,y) = 1v6i0 < x,y < 1.

Ham mat do xac suat ctia bién ngau nhién hai chiéu (X, Y) ¢6 cdc tinh chat sau.

Tinh chat 3.3. (@) fxy(x,y) > 0vdimoi (x,y) € R2
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Hinh 3.2: Mt phan phéi xéc suat trong Vi du

400 +00

(b) //fxy(x,y)dxdyzl.

—00 —O&0

(c) P ((X, Y) € D) = / / fxy(x,y)dxdy, v6i D C R?, Sxy 1a mién gia tri ctia bién ngau
DNSxy

nhién hai chiéu (X, Y).

O Fxy(x,y)
oxoy

Vi du 3.9. Bién ngu nhién hai chiéu lién tuc (X, Y) c6 ham mat do xac suat la

(d) Néu fxy(x,y) lién tuc theo ca hai bién thi fxy(x,y) =

k,  0<x<50<y<3
fxy(x,y) = -
0, trai lai.
(a) Tim hang s6 k. (b) Tinh P(2 < X < 3,1 <Y < 3).
Loi gidi Vi du 3.9
(a) St dung Tinh chat a),(b), tacok >0va

100 +00 5 3
1= / / fxx(x,y)dxdy = / kdxdy = / dx / kdy = 15k,

trongdo D = {(x,y) € R?: 0<x <5,0<y <3}.Suyra k=1/15.
(b) St dung Tinh chat[3.3{c),

1 2

5% =15

3 3
P(2§X<3,1§Y<3):/dx/ =
2 1

3.4. Ham mét do xac suat cta bién ngau nhién hai chiéu lién tuc
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Vé mat hinh hoc day la thé tich ctia hop chit nhat gi6i han bdi mat phan phdi fx y(x,y) =
1 R <
c6 day lamién D; = {(x,y) € R?:2 < x < 3,1 < y < 3}, hinh chiéu ctia mit phan

15
phdi 1én mat Oxy (xem Hinh .

1

1/5

1/15
: q

v »‘f(x.wﬂns

Z7TTTT
////////

1/45

Hinh 3.3: Hinh hop chir nhét trong Vi du[3.9(b)

3.4.2 Ham mat d6 xac suat bién
Dinh 1y 3.1. Néu (X, Y) 1a bién ngdu nhién hai chiéu lién tuc c6 ham mat do xac suat fxy(x,y)

thi ham mat do xac suét ctia cac bién ngdu nhién thanh phan X va Y dugc xéac dinh boi

“+o0 —+o0
fx@) = [ ey, fe) = [ frr(xy)dx (38)
Chiing minh. Tir Tinh chat[3.3(c) ta c6 thé viét
X +oo
Fx(x) =P(X<x)=P(X<x,Y <o) = / ( / fxy(u,y)dy)du.
[

+o00
Tir day suy ra fx(x) = / fx y(x,y)dy. Ching minh tuong tu cho fy(y).

Cacham fx(x) va fy(y) xac dinh trong cong thurc con goi la cac ham mat do xac suat

bién cuia bien ngau nhién hai chiéu lién tuc (X, Y).
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Dinh nghia 3.8 (Bién ngau nhién doc 1ap). Gia st bién ngau nhién hai chiéu lién tuc (X, Y) c6

ham mat do xac suat fxy(x,y). Khi d6 X va Y doc lap néu

fxy(x,y) = fx(x)fy(y) VxyeR (3.9)

trong d6 fx(x), fy(y) 1an lugt 1a ham mat do xac suat ctia cac bién thanh phan X va Y.

Vi du 3.10. Cho bién ngdu nhién hai chiéu lién tuc (X, Y) c6 ham mat do xéc suat la

kx, néul<y<ux<l,
fxy(x,y) =

0, neu trai lai.

(a) Tim hang s k. (b) Tim cac haAm mat do xac sudt cia X va Y. (c) X va Y c6 doc lap khong?

Loi gidi Vi duB.10[Ky hieu D = {(x,y) € R2:0 < x < 1;0 < y < x} (xem Hinh[3.4).

y

O
Hinh 3.4: Mién D ctia Vi du

(a) Theo Tinh chat[3.3(a), k > 0 va theo Tinh chat[3.3(b),

00 +0o0 1 x 1
1= / /fx,y(x,y)dxdy = /kxdxdy = /dx/kxdy — k/xzdx — g
—00 —00 D 0 0 0

. o 3x, néu(x,y) €D,
Suy ra k = 3 va ham mat d¢ xac suat fx y(x,y) = ]
0, neu trailai.
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(b) Tim cac ham mat do bién tu (3.8),

(X

+o00

= /fx,y(x,y)dy:

o 0,
(1

iy /3xdx,

fr(y) = /fx,y(x,y)dx =4y
o 0,

\

/3xdy, 0<x<1,

trai lai,

O<y<l,

trai lai,

(

32, 0<x<1,

0, trai lai,

\

(

3

= — —y , O<y<l,
0, trai lai.

\

(c) Vifxy(x,y)# fx(x) % fy(y) véi (x,y) € D nén X, Y khong doc lap.

3.4.3 Ham mat d6 xac suat co diéu kién

Dinh nghia 3.9 (Ham mat d6 c6 diéu kién). Ham mat do c6 diéu kién ctia thanh phan X biét

Y =yla:

X, X,
fx(xly) = fP?;((y)y) +O{XY( y) (3.10)
 fxy(xy)dx
Ham mat do c6 diéu kién cta thanh phan Y biét X = x la:
X, X,
frylx) = f?;i((x)y) _ +O{XY( y) (3.11)
 fxx(xy)dy

Chi y 3.1. Cadc ham mat do c6 diéu kién ciing théa man cac tinh chat cia mot ham mat do

thong thuong.

Nhan xét 3.6. (a) Néu fxy(x,y) # fx(x)fy(y) thi X va Y khong doc lap. Trong truong hop
nay, nhd (3.10) va (B.11) ta c6 thé xac dinh dugec ham mat d6 dong thdi fx y(x,y) boi

(b) Néu fx(x|y)

fxy(y) = ) fx(xly) = fx(x) fr(ylx) (3.12)
= fx(x) hodc fy(y|x) = fy(y) v6i moi x, y thi ta lai c6 diéu kién doc lap (3.9).

(0) Tir (3.10) va (B:11) va (2.7) ta c6 cac phan phéi c6 diéu kién sau day

Ngoai ra

/ fxy(u, y)du / fxy(x,0)d
X , X) (3.13)
) =20 Yk =T
X yz
/ du/ fxy(u,v)do
Fx(xly1 <Y <o) = P(X <xly1 <Y <o) = — (3.14)
/ dx [ fxy(x,y)dy
—o0 W
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(d) Tir (3.14) ta nhan dugc ham mat do c6 diéu kién cta X véi dieu kiény; <Y < o

2
fxy(x,v)dv

fx(xlp <Y <y) = 0 (3.15)
/ dx , fxy(x,y)dy
. 1

Céc cong thuc (3.10), (B3-11), (B.13)~(3.15) can c6 diéu kién biéu thitc § mau s phai khac
khong.

Vi du 3.11. Cho bién ngdu nhién hai chiéu (X, Y) c6 ham méat do xac suat la

1 £
—, neul<y<x<l,
fxy(xy) =%

0, neu trai lai.

(a) Tim cac ham mat do xdc suat cia X va Y. (b) Tim cac ham mat do xac suat c6 diéu kién
fx(xly) va fy(y[x).
Loi gidi Vi du

(a) Cac ham mat do xac suat bién la:

( X
o 1 (
" /;dy, 0<x<1, |1 0<cx<i1,
fx(x) = /fX,Y(X,y)dy: " —
—00 PR 0, trailai,
\ 0, trailai, .
( 1 (
o /—dx O<y<1 —1In
¢ ’ y, 0<y<l,
fry) = / fxy(x,y)dx = / x —
o 0, trailai.
0, tréi lai, \

\

(b) Cac ham mat do xac suat co6 diéu kién la:
)

— , O<y<ax<l,
fulaly) = L9 iy T

fr(v) 0, trai lai.

\
)

fxy(x,v) ! O<y<x<l1
. X/Y x,y _ — X 7
fY(y|x) - fX(x) x

0, trailai.
\

Vi du 3.12. Gia st tai mot truong dai hoc, mot sinh vién dat dugc diém X trong bai kiém tra
nang khiéu toan hoc va diém Y trong bai kiém tra nang khiéu &m nhac 1a mot s6 trong khoang

tir 0 dén 1. Gia stt X va Y dugc phan phbi theo ham mat do sau:

2
—(2x+3y), 0<xy<1,

0, néu ngugc lai.
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(a) Tinh ty 1é sinh vién dai hoc dat diém cao hon 0,8 trong bai kiém tra niang khiéu toan. (b)

Gia st diém sb ctia mot sinh vién trong bai

kiém tra nang khiéu am nhac 1a 0,3. Tinh xac suat

dé diém ctia anh ay trong bai kiém tra nang khiéu toan hoc sé 16n hon 0,8.

Loi gidi Vi du

1

/

0.8

U‘lll\)

(@) P(X >0,8) (2x + 3y)dxdy

I3

(b) Tacan tinh P(X > 0,8|Y =0,3) =

(=)
o —

1
2
g/036+06ydy—0264
0

fx(x|y = 0,3)dx, trong d6

2
£(2x+3 2
f (1) 51( y) , neul<x,y<l,
(ely) = X2 12 [0+ 3y
fx(xly i) >Jo )
0, néu trai lai
2 .
x+3y’ neu 0<xy<l,
— ) 1+3y
0, néu trai lai,
2 .
Lw, neu 0<x<l1,
suyra fx(x|ly =0,3) = L9
0, néu trai lai.
Vay,
1
2 9 0 ,1
P(X >0,8]Y =0,3) = ialx: % = 0,2842.
0,8 ’

3.5 Tinh ddc lap cua cac bien ngau nhién

Mot s6 dau hiéu nhan biét tinh doc 14p ctia hai bién ngdu nhién X va Y dua trén tinh chat cta
bang phan phoi xac suat dong thdi, ham phan phdi xac sudt dong thoi, ham mat do xac suat
dong thoi nhu trong Dinh nghia va[3.8véi cac cong thic (32), (3.6) va (3.9) tuong ting.

3.5. Tinh déc lap cha cac bién ngau nhién
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BAI 10 (2 tiét)

3.6 Ham cua hai bién ngau nhién

3.6.1 Khainiém

Cho hai bién ngdu nhién X va Y va dinh nghia Z = ¢(X, Y) la mét phép cho tuong ting moi

cap gid tri (x,y) cua (X,Y) v6i duy nhat mot gia tri z = g(z,y) clia Z. Z duge goi 1a ham cta

hai bién ngau nhién X va Y. Chéng hanZ =X+Y, Z = XY.

3.6.2 Phan phoi xac suit

Xét bién ngau nhién Z = ¢(X,Y), trong d6 (X,Y) la bién ngiu nhién hai chiéu da biét luat
phan phdi. Ta sé xét phan phéi xac suat ctia Z trong mot sd trudng hop don gidn theo cach

Sau.

Dinh Iy 3.2.

Fz(z) =P(Z<z)=P(g(X,Y)<z) =P((X,Y) € D)

trong d6 D = {(x,y) € R?: g(x,y) < z}.

Dé tim ham mat do xac suét fz(z) ctia bién ngdu nhién Z, ta sit dung tinh chat

fz(z) = dFj—Z(Z)

Vi du 3.13. Tinh xac suét dé hai nguoi gap dugc nhau trong Vi du

(3.16)

Loi gigi Vi du Quy géc thoi gian veé lic 7h00. Goi X va Y lan luot 1a bién ngau nhién chi
thoi diém dén ctia hai nguoi trong khodng thdi gian tir phut thit 0 dén phut thi 60. X va Y

la cac bién ngdu nhién lién tuc c6 phan phédi déu trén [0;60]. Do X va Y ddc lap nén ching c6

ham mat do xac suat d6ng thoi

1 2
Frr(6,y) = Feo) fuly) = 4 36007 (F¥) € 10601
0, nguoc lai.

bat Z =|X — Y|. Khi d6, xac suat hai ngudi gap dugc nhau la
P(Z <10) =P (X —Y| <10) =P ((X,Y) € D),

trong d6 D 14 giao ctia mién |x — y| < 10 va hinh vuéng [0; 60]* (xem Hinh . Suy ra
x—10

60
1 2500 11
P(Z<1O)_1—21{dx 0 sy =1- s =

3.6. Ham cla hai bién ngu nhién
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Yy
60
y=x+10
y=x-—10
10
x
© 10 60

Hinh 3.5: Mién D ctia Vi du[3.13]

Vi du 3.14. Cho X va Y Ia hai bién ngiu nhién trong Vi du Hay tim ham mat do6 ctia bién
ngau nhién Z = max(X,Y).

Loi gidi Vi du[3.14{ Trudc hét ta tim

Fa(z) = P(Z < 2) = P(max(X,Y) < 2) = P(X <z <2) = [| 11—5dxdy,

trongdo D ={(x<zy<z)}N{(0<x<3,0<y<5)}

0<z<37%2 3 5

Hinh 3.6: Mién D v4i 0 < z < 3 ctia Vi du

Néuz <0, Fz(z) =0.

Néu0 <z <3, Fz(z

N

||
\\
||
Gl

U‘IIN

1

d/—

*Jo 15

Néu3 <z <5, Fz(z dx/l5
Néuz > 5, Fz(z) =
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O

Hinh 3.7: Mién D v6i 3 < z < 5 ctia Vidu

~

0 néuzg(), '22 .
72 ) 5 neul <z <3,
. . néu0<z<3, 1 ,
Vay F;(z) = %5 ) suyra fr(z) =4 2 neu3 < z <5,
= néu3 <z<S5, 5 ,
5 ] 0 néuz <0,z > 5.
1 néuz > b, \

\

Vi du 3.15. Cho X, Y 1a 2 bién ngau nhién doc 1ap véi nhau c6 cting phan phéi déu trén [0, 2].
(a) Tim ham phan phdi ctia cic bién ngdunhién Z = X+ Y, T = XY, U = X - Y.
(b) Tinh P(—1 <Y — X <1)

Loi gidi Vi du Vi X va Y doc lap nén ta c6 ham mat do xéc suat cia (X, Y) la

Far(ey) = & (x,y) €D,
0, trailai,
trongdo D :={0<x <2, 0<y<2}.
(al) Ham phan phdi xac suat cia Z = X + Y dugc xéac dinh bédi
F7(z) =P(X+Y<z) = / fxy(x,y)dxdy = 411 // dxdy.

{x+y<z} {x+y<z}nD

Néu z < 0 thi Fz(z) = 0.

p 1 rz z—xd p 1 72 72

2 < i = — = — _— = —.
Neu 0 < z < 2 thi Fz(z) 4/0 </0 y> X=X =g
Néu 2 < z < 4 thi

1 ; ; 1 ; 1
— — = fr— —_ = — — —_ = 2—
Fz(z) =1 4/</dy>dx 1 4/(2 z+ x)dx 8<Z 82+16>
z—2 z—X z—2
L >

3.6. Ham clia hai bién ng3u nhién 123



MI2020-KY 20201-TOM TAT BAI GIANG Nguyén Thi Thu Thiy-SAMI-HUST

x+y=z

O

Hinh 3.8: Mién {x +y <z} N D v&i 0 < z < 2 trong Vi du al)
Y

X+y=z

O

Hinh 3.9: Mién {x +y < z} N D véi 2 < z < 4 trong Vi du al)

Néu z > 4 thi Fz(z) = }L//dxdy = 1. Vay
D

(

0, néuz <0,

z? &

—, neul < z S 2/
Fz(z) = f

g(—zz-|-82—8), néu?2 < z <4,

1, néuz > 4.

\

(a2) Ham phan phdi xac suat cia T = XY dugc xac dinh nhu sau:

Fr(t) =P (XY <t) = / fxy(x,y)dxdy = 411 // dxdy.

{xy<t} {xy<t}ﬁD
Néut <0, Fr(t) = 0.
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xy =t

O

Hinh 3.10: Mién {xy < t} "D v6i 0 < t < 4 trong Vi du a2)

Néu 0 < t <4, Fr(t (/ dx/ dy-i—/ dx/ dy) (t—l—tan—tlnz)

Néu t > 4, Fr(t) = 1. Vay

0, néut <0,
1 t y
Fr(t) = Z(t+tln2—tln§), neul <t <4,
1, néu t > 4.
\
(a3) Ham phan phdi xac suatcaa U = X — Y 1a
1
Fy(u)=P(X—-Y <u) / fxy(x,y)dxdy = 1 // dxdy.
{x y<u} {x—y<u}ﬂD
Néu u < -2, Fy(u) = 0.
Néu—2<u<013(u)—1 szx i d —1><1(2+u)2—1(2—|—u)
=2 =g 'l 272 ~ 8
. 1 1 1 2
Neéu 0 < u < 2thi Fy(u) = i {4—5(2—@2} =1 (—u?—i—Zu—l—Z).
Néu u > 2, F;(u) = 1. Vay
)
0, néuu < =2,
1 2
—(2+u)?, neu —2<u<0o,
Fu(u) = % )
g(—u2—|—4u+4), néul <u<2,
1, néu u > 2.
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(b) P(—lgY—Xgl):P(X—lgyg}(H):}L(4_2><%) :Z,

Dinh ly 3.3. Néu X; va X; 1a hai bién ngiu nhién ddc lap c6 phan phdi Poa-xdng véi tham sb
A1 va Ay tuong tng thi X; + X cling 1a bién ngdu nhién c6 phan phéi Poa-xong v6i tham s6
A1+ Ao,

Chlffl‘lg minh. Dét Yl = X1 + X2, Yz = Xz, khi do X1 = Yl — Yz va X2 = Yz. Vi X1 va Xz d@C
lapnénvéik =0,1,2,...,1=0,1,2,...,k 1 <k (viX; > 0),

PYi=kYo=1)=P(Xy=k—1,X,=1) =P(X; =k —1)P(Xp = ])

k—1 k=141
(M ) (M) e M A
(k—1)! T (k— D!

Tur day suy ra
(A1) k /\k l/\l
(Yl—k ZPYl—kY2—l =e 1+22 —l'l'
=0 1= 0
_e k-1 o~ (Az) A1+ A2) _
o k! Z —l 'Z'A AZ 12 k—! , k=0,1,2,....
Vay X; + X5 la bién ngau nhién c6 phan phdi Poa-xdng v6i tham s6 A1 + As. O

Dinh 1y 3.4. If X1, Xy, ..., X, 1a cdc bién ngiu nhién doc 1ap c6 phan phbi chuan véi ky vong

M1, M2, ..., iy va phuong sai 012, 022, e, cr,% tuong ung, thi bién ngﬁu nhién

Y=o X1 +aXo+ - +a,X,
c6 phan phéi chuan véi ky vong
Wy = ajpq + axpo + - -+ Anjin

va phuong sai
0% = ato? 4 a505 + - - - + a0
3.7 DPac trung cua bien ngau nhién hai chiéu

3.7.1 Ky vong, phuong sai cia bién ngiu nhién thanh phan

Pinh ly 3.5. (a) Néu (X, Y) la bién ngau nhién hai chiéu rdi rac c6 bang phan phdi xac suat
nhu trong Dinh nghia [3.1] thi

X) = LaP(X = xi) = ZZWU; BN =LyP( =y) =LLypy 617
1 1 ]
=YY iy - (E(X)*; ZZ]/] pij — )2. (3.18)
t]
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(b) Néu (X, Y) la bién ngau nhién hai chiéu lién tuc c6 ham mat do xac suat fxy(x,y) thi

+00 400 400 +00

E(X) = / / xXfxy (%, y)dxdy; E(Y) = / / yfxy(x,y)dxdy (3.19)
_fo;j—ooo _-l(iooo_-lo-ooo

vx) = [ [ Photydy— () V) = [ [ Phooydady - (E0)).

(3.20)

3.7.2 Ky vong, phuong sai ctia ham ctia hai bién ngiu nhién
Dinh nghia 3.10. Cho bién ngiu nhién hai chiéu (X, Y) c6 phan phdi da biét va ta xac dinh
mot bién méi Z = ¢(X,Y) (¢ 1a ham do dugc).
E(Z)=E[g(X,Y)] =) ) gx,y)P(X=x;,Y =y;) (néu(X,Y) roirac) (3.21)
ij

—+00 400
= / /g(x,y)fxy(x,y)dxdy (néu (X, Y) lién tuc). (3.22)

DPac biét, khi g(X, Y) = X thay vao cac cong thic trén ta sé c6 E(X).

Vi du 3.16. Cho bién ngau nhién hai chiéu rdi rac (X, Y) c¢6 bang phan phéi xac nhu sau:

Y
1 2 3

0,12 { 0,15 | 0,03
2 0,28 | 0,35 | 0,07

(a) Ching minh rang X va Y doc lap. (b) Tim quy luat phan phdi xac suat ctia bién ngau nhién
Z = XY. (c) Tinh E(Z) bang hai cach va kiém tra E(Z) = E(X)E(Y).

Loi gidi Vi du

(a) Bang phan phdi xac suat cua X va Y la:

X112 Y| 1|2 |3
P|103|07 P|04/05]|01
Suy ra
P(X:xi,Y:yj):P(X:xi)P(Y:y]-), Vi:1,2;j:1,2,3
nén X, Y doc lap.
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(b) Znhan cacgiadtril, 2, 3,4,5,6 voi

P(Z=1)=P(X=1Y=1)=0,12
P(X=2)=P(X=1Y=2)+P(X=2Y=1)=0,15+0,28 = 0,43
P(X=3)=P(X=1,Y=3)=0,03
P(X=4)=P(X=2Y=2)=0,35
P(Z=6)=P(X=2Y=3)=0,07

Quy luat phan phéi xac suat cia Z = XY la:

zZ| 1 2 3 4 6
P|012 043|003 0,35 | 0,07

(c) Céch 1: str dung Dinh nghia[2.§(a),

E(Z)=1x0,124+2x0,43+3x0,03+4 x0,35+6 x 0,07 = 2,89.

Cach 2: str dung Dinh nghia [3.2{a),

2 3
E(Z)=E(XY)= ). ) xyP(X=x,Y = y)

i=1j=1
= (1)(1)(0,12) + (1)(2)(0,15) + (1)(3)(0,03) + (2)(1)(0, 28)
+(2)(2)(0,35) + (2)(3)(0,07) = 2,89.

Vi du 3.17. Cho bién ngau nhién hai chiéu lién tuc (X, Y) c6 ham mat do xac suat

x(1+ 3y?)

fxy(xy) = 4 7
0, trong truong hop trai lai.

nfu 0<x<2 0<y<l,

Tinh E(Y/X).
Loi gidi Vi du Str dung cong thic (3.22),

Y I (1+3 [y 3y 5
YN _ [ fyA+3y?) o fy+3y”° 5
E(x) 0/0/ xdy / ; W=y

0

Sau day la mot md rong cta Dinh ly
Dinh 1y 3.6. Cho h(X,Y), g(X,Y) 1a cdc ham ctia bién ngdu nhién hai chiéu (X, Y). Khi d6
EIg(X,Y) % h(X, Y)] = E[g(X, )] % E[h(X, Y)].
Hé qua3.l. (a) Néug(X,Y) = g(X)vah(X,Y) = h(Y) thi
Elg(X) + h(Y)] = Elg(X)] + E[h(Y)].
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(b) Néu ¢(X,Y) = Xvah(X,Y) =Y thi
E(X+Y) = E(X) + E(Y).
Dinh ly 3.7. Néu X va Y 1a hai bién ngau nhién doc lap thi
E(XY) = E(X)E(Y).

Ching minh. Gia st X va Y 1a hai bién ngdu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat lan luot
la fx(x) va fy(y). ViX vaY doclap nén fx y(x,y) = fx(x)fy(y), d day fx y(x,y) la ham mat
do xac suat dong thoi clia hai bién ngau nhién X va Y. Theo Dinh nghia

+00 400 +00 +00

ExY) = [ [ xufcx(eydxdy = [ [ xyfe(x)fy(y)dxdy
_+oooo—<>o +oo o
= [ xfx@)dx [ yfr(p)dy = EQE(Y).

3.7.3 Hiép phuong sai
Néu ¢(X,Y) = (X — E(X))(Y — E(Y)) thi Dinh nghia cho ta mot gia tri ky vong, goi la
hiép phuong sai ctia hai bién ngdu nhién X va Y.

Dinh nghia 3.11 (Hiép phuong sai). Cho bién ngau nhién hai chiéu (X, Y), hiép phuong sai
ctia hai thanh phan X va Y, ky hiéu la cov(X, Y) dugc xac dinh béi

cov(X,Y) =E [(X — E(X))(Y —E(Y))] (3.23)
Mot cong thirc khéac dé tinh hiép phuong sai, tuong duong vdi cong thic (3.23) duge néu
trong dinh ly sau day.
Dinh ly 3.8.

cov(X,Y) = E(XY) — E(X).E(Y) (3.24)

Chirng minh. Ta chiing minh trong truong hop bién ngau nhién r6i rac. Gia st bién ngau
nhién hai chiéu (X, Y) c6 bang phan phdi xac sudt dong thdi cho trong Pinh nghia Theo

Dinh nghia[3.2]va3.11}

cov(X,Y) ZZ — E(Y))pij
i=1j=1
m o n m n m n m n
=2 D xyipi = E(X) ) ) yip — E(Y) ) Y xipy + E(XDE(Y) ) ) pij
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

= E(XY) — E(X)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y),
vi Y Y yipi = E(Y), Lty Xjq xipi = E(X), L5 D pij = 1

Déi véi bién ngau nhién lién tuc duge chiing minh tuong ty. ]
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Tix Dinh ly Vé ta thu dugc cac tinh chat sau day ctia hiép phuong sai.
Pinhly 3.9. (a) cov(X,Y) = cov(Y, X).
(b) V(X) = cov(X,X), V(Y) = cov(Y,Y).
(c) Néu X, Y doc 1ap thi cov(Y, X) = 0, diéu ngugc lai chua chac da dung.
(d) cov(aX,Y) = acov(X,Y) véia la hang sb.
(e) cov(X+Z,Y) =cov(X,Y)+cov(Z,Y).
(f) cov ( Yl X, Y> =Y cov(X;Y).

Vi du 3.18. Cho bién ngu nhién hai chiéu (X, Y) c6 bang phan phdi xéc suat la

Y
-1 0 1
X
-1 4/15 | 1/15 | 4/15
0 1/15 | 2/15 | 1/15
0 |2/15| 0

(a) Tim E(X), E(Y), cov(X,Y). (b) X va 'Y c6 doc lap khong?

Loi gidi Vi du(3.18]
(a) Tacod
9 4 2 7
5 5 5
E(Y)—(—l)XE—FOXE—i—lXE—O.
E(XY) = (~1) % (1) % 7+ (~1) x (1) X me 1 (<1) x 04 1x 10 =0,

Suy racov(X,Y) = E(XY) — E(X) x E(Y) = 0.

(b) Dé kiém tra dugc P(X = —1,Y = —1) # P(X = —1) x P(Y = —1) nén X, Y khong doc
lap.

Trong Vi du ta c6 cov(X,Y) = 0 nhung hai bién ngau nhién X va Y khong doc lap.
Nhan xét 3.7. Hiép phuong sai dugc dung lam do do quan hé gitra hai bién X va Y:

(@) cov(X,Y) > 0 cho thay xu thé Y tang khi X ting.

(b) cov(X,Y) < 0 cho thdy xu thé Y gidm khi X tang.

Sau day la mot s6 tinh chat nham cung cap thém cong cu dé tinh phuong sai va do léch

chuan.
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Dinh ly 3.10. Cho (X, Y) 1a bién ngiu nhién hai chiéu, a, b, c 1a cac héng s6. Khi dé
V(aX +bY +¢) = a®*V(X) +b*V(Y) + 2ab cov(X, Y).
Chirng minh. St dung Dinh nghia
V(aX +bY +¢) = E[(aX +bY +¢) — E(aX +bY +¢)]%
Theo Hé qua3.1jva Hé qua
E(aX+bY +c) =aE(X)+DE(Y) +c.
Suy ra
V(aX +bY +¢) = E{a[X — E(X)] + b[Y — E(Y)]}?
= a’E[X — E(X)]> + V?E[Y — E(Y)]*> +2abE{[X — E(X)][Y — E(Y)]}
= a?V(X) +b*V(Y) + 2ab cov(X,Y).
U

Tir Dinh 1y néu cho b = 0, ¢ = 0 ta nhan dugc Pinh ly a), néuchoa =0,b=0ta
nhan dugc Dinh Iy 2.9(b).

Hé qua3.2. (a) Néua=1,b=1vac=0taco

V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y).

(b) Néua=1,b=—1vac=0taco
V(X=Y)=V(X)+V(Y) —2cov(X,Y).
Tur Pinh 1y B.10]va Pinh 1y B.9(c) ta c6 hé qua sau.
Hé qua 3.3. Néu X va Y 1a hai bién ngdu nhién doc lap thi
V(aX +bY) = a®V(X) + B>V (Y).
V(aX —bY) = a?V(X) + B>V (Y).

Dinh nghia 3.12 (Ma tran hiép phuong sai). Ma tran hiép phuong sai ctia bién ngiu nhién
hai chiéu (X, Y) dugc xac dinh béi

cov(X,X) cov(X,Y)
cov(Y,X) cov(Y,Y)

V(X) cov(X,Y)
cov(X,Y) V(Y)

Tinh chat3.4. (a) Ma tran hiép phuong sai la ma tran d6i xing.
(b) Ma tran hiép phuong sai la ma tran ctia dang toan phuong khong am.

Nhan xét 3.8. Hiép phuong sai c6 han ché co ban 1a kho xac dinh duge mién bién thién, n6
thay déi tir cap bién thién nay sang cip bién thién khac. Chua ké vé mat vat ly n6 c6 don vi
do bang binh phuong don vi do ctia bién ngau nhién X, Y (néu ching ciing don vi do). Vi thé

can dua ra moét sb dic trung khac dé khac phuc han ché nay, do la "hé sO tuong quan".
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3.7.4 Hé s6 tuong quan

Dinh nghia 3.13 (Hé s6 tuong quan). Hé s6 tuong quan ctia hai bién ngdu nhién X va Y, ky
hiéu la pxy, dugc xac dinh nhu sau:

~_cov(X,Y)  cou(X,Y)
pxy = OV o(X)e(Y) (3.25)

Tinh chét 3.5. (a) |oxy| < 1.

(b) Néu pxy = +1 ta néi hai bién ngau nhién X va Y ¢ quan hé tuyén tinh (tic 1a ton tai a va
bsaochoY = aX +b).

(c) Néu pxy = 0 tandi hai bién ngéu nhién X va Y la khong tuong quan.

N6i chung 0 < |pxy| < 1, trong trudng hgp nay ta néi hai bién X va Y tuong quan véi nhau.
Chd y rang, hai bién tuong quan thi phu thudc (khéng doc 14p), nhung khong tuong
quan thi chua chac doc lap.

Nhan xét 3.9. Hé s tuong quan do muc do phu thudc tuyén tinh gitra X va Y. Khi |p Xy| cang
gén 1 thi tinh chét tuong quan tuyén tinh cang chat. Khi |p Xy| cang gén 0 thi su phu thudc
tuyén tinh cang it, cang 16ng 1éo. Khi pxy = 0 ta n6i X va Y khong tuong quan. Nhu vay hai
bién ngdu nhién doc lap thi khong tuong quan, nhung nguoc lai chua chac dung.

Vi du 3.19. Cho bién ngau nhién hai chiéu rdi rac (X, Y) c6 bang phan phoi xac suat la

Y
1 2 3

0,17 { 0,13 | 0,25
2 0,10 { 0,30 | 0,05

(a) Tim ma trdn hiép phuong sai ctia (X, Y). (b) Tim hé s6 twong quan px y-
Loi gidi Vi du
(a) Tinh

E(X)=1x0,55+2x0,45=1,45; V(X) =1 x 0,55+ 4 x 0,45 — (1,45)2 = 0, 2475.
E(Y) =2,03; V(Y) =0,5691.
E(XY) = 2,88 = cov(X,Y) = E(XY) — E(X) x E(Y) = —0,0635.

Véay ma tran hiép phuong sai
r— V(X) cov(X,Y)) [ 0,2475 —0,0635
cov(Y,X) V(Y) —0,0635 0,5691
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cov(X,Y)
VV(X) x V(Y)
Vi du 3.20. Trong lugng ctia nhiing ngudi chong tuan theo luat phan phdi chuén véi trong

= —0,1692.

(b) Hé s6 tuong quan pxy =

lugng trung binh la 70kg va do léch chuan 9kg, con trong luong cuia nhimng ngudi vg tuan
theo luat phan phéi chuan véi trong lugng trung binh l1a 55kg va do léch chudn 4kg. Heé sb
tuong quan trong lugng gitrta vg va chong la % Tinh xac suat vg nang hon chong.
Loi gidi Vi du Goi X va Y lan luot 1a cac bién ngau nhién chi "trong lugng ctia chong” va
"trong lugng ctia vg". Ta ¢6 X ~ N (70;9%), Y ~ N (55;4?). Ta can tinh P(X < Y).

Vi X — Y 1a bién ngau nhién c6 phan phdi chuan véi

E(X—Y)=E(X)—E(Y)=70—-55=15

va

V(X =Y)=V(X)+ V(Y) = 2cov(X,Y) = 9> + 4% — (2)(24) = 49,
trong do6 cov(X,Y) = pxyo(X)o(Y) = %(9)(4) = 24.Vay X — Y ~ N (15;49). Suy ra
0-15
PX<Y)=P(X =Y <0)=05+¢ == | =0,5-9(214) = 0,5-0,48362 = 001615,

trong do ¢(2,14) = 0,48382 dugc tra tir bAng ham s6 Lap-la-xo (Phu luc 2).

3.8 Luatso lon va dinh ly gioi han trung tam
Trong muc nay ta nghién ctru luat s6 16n d6 1a sy hoi tu theo xac suat ctia day cac bién ngiu

nhién va dinh ly gi6i han trung tdm: khao sat sy hoi tu theo phan phdi xac suat cta day cac

bién ngau nhién.

3.8.1 Su hoi tu ctia day cac bién ngau nhién

Pinh nghia 3.14 (Hoi tu theo xdc sudt). Xét day bién ngau nhién {X, }°°_; va bién ngdu nhién
X trong cting mot phép thit. Ta néi rang day cac bién ngau nhién { X, }°°_; hoi tu theo xac suat

vé bién ngdu nhién X néu véi moi e > 0

lim P(|Xn —X|> s) —0 (3.26)

n—oo

Nhu vay day cac bién ngdu nhién {X,}°°_; hoi tu theo xac suat vé bién ngdu nhién X thi
v6i n da 16n, thyc té gan nhu chac chan ta ¢6 thé coi rang X, khong khac may so véi X.
Pinh nghia 3.15 (Hoi tu theo phan phdi). Day bién ngdu nhién {X,}°_; dugc goi 1a hi tu
theo phan phoi vé bién ngau nhién X néu day cac ham phan phoi xac suat {Fx, (x)}°_; hoi tu

vé ham phan phdi Fx(x). Tic la véi moi x € R

lim Fx (x) = Fx(x) (3.27)

n—o00
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3.8.2 Luat s6 16n Tré-bu-sep

Pinh 1y 3.11 (Bt dang thiic Markov). Cho Y la bién ngdu nhién khéng am c6 ky vong hitu
han. Khi d6 véi e > 0 tuy y cho trudc ta co:

E(Y?)

P(Y >¢€) < 2

(3.28)

Chitng minh. Ta chiing minh cho trudng hop Y la bién ngau nhién lién tuc ¢6 ham mat do
xéac suatla fy(y).

+oo +oo

= o= L [enwink [ onom= L [enm=00

0
Déau bang khong thé dong thoi x4y ra & ca 2 dau "="va "<" trong biéu thic trén. O

Pinh ly 3.12 (Bat dang thitc Tré-bu-sep). Cho X la bién ngau nhién c6 ky vong E(X) = u va
phuong sai V(X) = ¢? hitu han. Khi d6 v6i e > 0 tuy y cho trudc ta c6:

2

P(IX—p| >e) < (3.29)

o
82

hay tuong duong

2

P(|X — u] <£)>1—Z—2 (3.30)

Ching minh. Ta chitng minh cho truong hop X 1a bién ngiu nhién lién tuc. Dat Y = |X —
| > 0va ap dung Pinh ly O

Cac bat dang thic (3:29) va (3.30) dugc goi 1a bat dang thitc Tré-bu-sep.

Nhan xét 3.10. Bat dang thiic Tré-bu-sep c6 nhiéu ting dung. Trudc hét né cho phép ta danh
gia can trén hodc can dudi cua xac suat dé bién ngau nhién X nhan gia tri sai 1éch so vdi ky
vong E(X) khong qua e. Bat dang thiic Tré-bu-sep c6 ¥ nghia to 16n vé mat ly thuyét, né dugc
st dung dé chiig minh cac dinh ly cta luat s6 16n.

Vi du 3.21. D€ uéc lugng nhanh chéng sai s6 ctia s6 vai ban ra trong mot thang ctia mot ctra
hang, ta tién hanh nhu sau:
1. Gia st ¢6 n khach hang trong mot thang va sb vai ciia méi khach hang dugce lam tron
bdi s6 nguyén gan nhat (vi du trong s6 ghi 195,6m thi dugc lam tron la 196m).
2. Ky hiéu X; 1a sai s gitta sO mét vai thuc ban va sd mét vai da lam tron cta khach
hang thu i trong thang, i = 1,2,...,n. Cac sai s6 X1, X», ..., X, la cc bién ngiu nhién

P 1
doc lap cung ¢6 phan bo déu trén doan [—0,5;0,5]. Khi d6 E(X;) = 0va V(X;) = oL
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i=1,2,...,n. Saisb tong cong trong ca thang 1a X = X; + X, + - - - + X;,. Ta tinh dugc
E(X) = 0va V(X) = 1”2
mét sé dugc danh gia bdi:

Theo bét dang thiic Tré-bu-sep, xac suat dé sai s6 vuot qué ¢

n

P(|X—0| >¢) =P(|X| > —.

(1X 0] > &) = P(X] > &) < 7o

3. Bay gio gid st n = 10000. Dé xac suat P(|X| > &) bé hon 0,01 ta phai c6 —— 125 < 0,01 hay
e > 288, 6746.

4. Vay ta c6 thé két luan: Véi xac suat 0,99 sai s6 gitta s6 vai thuc ban véi sb vai da tinh tron

khong vugt qua 289m, néu sb khach hang 1a 100000.

Dinh 1y 3.13 (Pinh ly Tré-bu-sep). Néu day cac bién ngau nhién X1, X», ..., X, ... doclap, ¢6
ky vong hiru han va phuong sai bi chan déu (V(X;) < C, Vi = 1,2,..., C la hang s6 duong),
thi vai e > 0 tuy y cho trudce ta co:

1 & 1 &
n Xy LEX

i=1

lim P( ) =1 (3.31)
n—+oo

. 1 n )
Chung minh. Ap dung DPinh ly (3.12) v6i X = . Y. X; ta nhan dugc ket qua caa Pinh ly
i=1
Tré-bu-sep. O
Hé qua 3.4. Néu day céc bién ngﬁu nhién X1, X, ..., Xy, ... doc lap, cé cung ky vong httu
han (E(X;) = u, i = 1,2,...) va phuong sai bi chdn déu (V(X;) <CVi=12,...,Cla héng
s6 duong), thi vdi ¢ > 0 tiy y cho trudce ta co:

. 1 ¢
lim P(‘EEXZ-—V‘ < e> =1 (3.32)

n—+oo

Nhén xét 3.11. (a) Dinh ly Tré-bu-sep ching tb rang trung binh s6 hoc ctia cac bién ngiu
nhién doc 1ap hoi tu theo xac suat vé trung binh s6 hoc ctia ky vong tuong ing ctia no.
N6i cach khéc cé sir 6n dinh ctia trung binh s6 hoc cia mot s6 16n cac bién ngdu nhién
xung quanh trung binh s6 hoc ctia cac ky vong ctia cac bién ngiu nhién ay. Nhu vay
mic du ting bién ngdu nhién doc 1ap c6 thé nhan gid tri khac nhiéu so v6i ky vong cta
ching, song trung binh s6 hoc cia mét s6 16n cac bién ngau nhién lai nhan gia tri gan
bang trung binh s6 hoc cac ky vong ctia ching véi xac sut rat 16n. Diéu dé cho phép du
doan gia tri trung binh s6 hoc ctia cac bién ngau nhién. Chang han, gieo mot con xtic xac
can ddi dong chat. Goi X la s6 chdm xuat hién & mat trén con xtc xac thi E(X) = 3,5.
Mot nha thong ké da gieo mot con xtic xac can dbi dong chat 1 triéu 1an (nhd su trg gitip
clia mdy vi tinh) va ghi lai s6 chAm xudt hién & mat trén con xtic xac. S6 chAm trung binh

ctia 1 triéu lan gieo dugc tim thay la 1t % —11_ 0'6' L e =~ 3,500867
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(b) Dinh ly Tré-bu-sep c6 ting dung rong rai trong nhiéu linh vuc, chang han né chinh la co
s§ cho phuong phap do luong trong vat ly. D€ xac dinh gia tri ctia mot dai luong vat
ly nao do ngudi ta thudng tién hanh do n 1an doc 1ap va lay trung binh s hoc cta cac
két qua do lam gid tri thuc cta dai lugng can do. That vay, gia st xem két qua cta 7 lan
do 1a cac bién ngdu nhién X1, X, ..., X;,. Ta thdy rang cac bién ngdu nhién nay déc lap,
c6 ciing ky vong bang chinh gia tri thyc ctia dai lugng vat ly (gia stit khong c6 sai s6 hé
thong), cac phuong sai ctia ching déu bi chidn trén bdi binh phuong ctia d6 chinh xac
ctia thiét bi do. Do d6 theo dinh ly Tré-bu-sep ta c6 thé cho rang trung binh s hoc ctia
cac két qua do sé sai 1éch rat it so véi gid tri thuc cta dai lugng vat Iy véi xac suat gan

nhu bang mot.

(c) Dinh ly Tré-bu-sep con la co s& cho ly thuyét mau, ing dung trong thong keé.

3.8.3 Luats6 16n Béc-nu-li

Ap dung luat s6 16n Tré-bu-sep véi truong hop X; ~ B(1, p) chinh la s6 lan xay ra A trong
phép tha thai,i =1,2,...,n taco luat s6 16n Béc-nu-li.

Dinh ly 3.14 (Dinh ly Béc-nu-li). Gia stt ta c6 n phép thir Béc-nu-li véi P(A) = p va m la sb
lan xay ra A trong n phép thir d6. Khi d6 véi e > 0 tiy y cho trudc ta c6:

%—p' <s) —1 (3.33)

lim P(
n——+400

Nhan xét 3.12. Dinh ly Béc-nu-li chi ra rdng tan suat xuat hién ctia sy kién A trong n phép thi

doc 1ap sé hoi tu theo xac suat vé xac suat ctia su kién d6 khi sb 1an thit ting 1én vo han. Chinh
vi vy dinh ly Béc-nu-li 1a co s& ly thuyét ctia dinh nghia thong ké vé xac suat 6 Chuong 1: Khi
.m
n — 4oothi — — p.
n

Vidu 3.22. Gid stt p la ti 1é ¢ tri sé bau cho ting ctt vién A. D€ udc lugng trudc ti 1& nay ngudi
ta phong van ngau nhién 1 ct tri. C6 thé coi két qua bau ctia ot tri thit i 1a bién ngau nhién X;
c6 phan phéi Béc-nu-li tham s6 p (X; nhan gia tri 1 néu ct tri thit i bau cho tng ctr vién A va
nhan gia tri 0 trong truong hop nguoc lai). Cac bién ngdu nhién X;,i = 1,2,...,n doc lap va c6
cuing phan phdi Béc-nu-li tham sb p véi ky vong E(X;) = p va phuong sai V(X;) = p(1 — p).
Déat K, = X1 + Xp + - - - + X, 4p dung béat dang thitc Tré-bu-sep ta c6

1

p(1—p) 1
— > < — >1— .

1
4 x 100 x (0,1)2
cach khac, néu phéng van 100 ctr tri va 1y két qua nay dé udc lugng cho t 1é ctr tri sé bo phiéu

Chang han, néu e = 0,1 van = 100 thi P(|Kg0 — p| > 0,1) < = 0,25. N6i

cho ting ctr vién A thi sai s6 vurgt qua 0,1 c6 xac suat nhoé hon 0,25.
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Néu mudn uéc lugng tin cay hon (chang han xac suat 16n hon 95%) va chinh xac hon (véi

sai s0 0,01) thi P(|K, — p| < 0,01) > 1— . Vay s6 ctt tri phai phong van thoa man

1
4n(0,01)2

1
1————2>0,9 > 50000.
11(0,012 = suyra n >
Nhu vay dé udc lugng v6i do tin cdy cao va do chinh xac cao thi can phai lday mau véi s6 lugng
16n. Tuy nhién & day ta chi dua vao bat dang thiic Tré-bu-sep dé giai quyét bai toan. Trong
Chuong 4 ta sé nghién ctru vé bai todn ude lugng nay va bang phuong phép khac ta sé chi ra
s6 ctt tri phai phong van nho hon két qua trén.

3.8.4 Dinh ly gioi han trung tam

Pinh ly 3.15 (Dinh ly gidi han trung tdm). Gia st {X, } 1a day bién ngau nhién doc lap cung

n 2 ~
X;. Khi d6 day bien ngau
=1

1

) - 1
phéan phéi véi E(X,) = u, V(X,) = 02 véi moi n. Dat X, = -

X - £ X 4 2 4
nhién U, = =" F v/n hdi tu theo phan phoi vé phan phoi chuan tac M (0; 1), tuc 1a
lim Fy,(x) = ®(x) x€R, (3.34)
n—oo

& day @(x) 1a ham phan phdi xac suat ctia bién ngiu nhién phan phéi chuan tac dugc xac
dinh boi (2.42).

Nhan xét 3.13. (a) Y nghia ctia Dinh ly gidi han trung tdm la khi ¢ nhiéu nhan t6 ngau nhién
tac dong (sao cho khong cé nhan t6 nao vugt trdi lan 4t cac nhan t6 khac) thi két qua cda

chung c6 dang phan phdi tiém can chuan.

(b) Trong thuc hanh, néu n dd 16n ta c6:

U, = X K /i~ N(0;1) (3.35)

(%

3.8.5 Xap xi phan phéi nhi thic bang phan phéi chuan

Ta st dung dinh ly gi¢i han dé trinh bay lai viéc xap xi phan phdi nhi thirc béng phan phoi
Poa-x6ng va phan phdi chuan da dé cap 6 Chuong 2.

Gia st X1, X, . . ., Xy 12 cac bién ngau nhién doc lap c6 cing phan phéi Béc-nu-li tham s6
p. Theo cong thuc va tacd X = Xq+ Xo+--- + X;, ~ B(n, p). Cong thirc
cho phép tinh xéac suat P(X = k) = P,(k) = Ckp*(1 — p)"~*. Tuy nhién khi n kha 16n ta khong
thé 4p dung cong thitc ndy dé tinh ma can dén cong thirc xap xi (vi sé tran bd nhé khi tinh

todn c6 sit dung mady tinh).
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Dinh 1y 3.16 (Dinh ly gidi han dia phuong). Gia st X 1a bién ngdu nhién c6 phan phdi nhi

thiic B(n, p). Dit xp = —— " khi dé
np(1—p)

P(X=k) = M(l +enx) (3.36)

- C = N v A
trong do |e,, x| < —= vdi C la hang so.

Vn
Khi 7 di 16n ta c6 thé xap xi xac suat P, (k) trong (1.19) béi

Pa(k) = P(X = k) ~ % (3.37)

2
e~ la ham Gao—xo vdi cac gia tri dugc tinh trong bang gia tri ham

trong do ¢(x) =
Gao—xo (Phu luc 1) dbi véi cac gia tri x duong. Ham ¢(x) 1a ham chan, tic la ¢(—x) = ¢(x).
Khi x > 4 ta c6 thé lay ¢(x) ~ 0.

Dé tinh xap xi gia tri ciia ham phéan phdi xac suat nhi thic ta c6 thé ap dung Pinh ly
Moa-vro-Lap-la-xo.

Pinh ly 3.17 (Moa-vro-Lap-la-xo). Dbi véi cac cac bién ngﬁu nhién doc lap Xy, X, ..., X, co

cting phan phéi Béc-nu-li tham s6 p thi

fim p( 1R
B2 NGz
Chitng minh. Ap dung dinh ly giéi han trung tdm (Dinh Iy [3.15) cho day cac bién ngau nhién
doc lap Xy, Xy, ..., Xy c6 cing phan bd Béc-nu-li tham sb p ta duoc két qua ctia Dinh ly
B.IZ O

) =®(x) xeR. (3.38)

Néu X 1a bién ngdu nhién c6 phan phéi nhi thitc B(n, p), thi khi n khé 16n ta c6 thé su
dung cong thic xap xi:

P(X<x):P( X—np =P ):@(i) (3.39)

vnp(l—p) = vnp(l—p) np(1—p)
N ko —np _ ki —np
Pk < X <kp) =~ q)(—np(l = p)) (D(—np(l = p)) (3.40)

Cong thic xap xi trén 1a tét néu np > 5van(l — p) > 5.

Nhan xét 3.14. Khi k; = k» = k, 0 < k < n, vé trdi ctia cong thic (340) sé 1a P(X = k) # 0,
trong khi d6 vé phai bang 0. Diéu nay xay ra vi ta da dung ham phan phdi lién tuc dé xap xi

phan phdi rvi rac.
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Vi du 3.23. Dé minh hoa viéc xap xi phan phéi chuan cho phan phéi nhi thic, ta vé biéu do
ctia B(15;0,4) va vé dudng cong chuan c6 cung ky vong y = np = 15 x 0,4 = 6 va phuong
sai 02 = npg = 15 x 0,4 x 0,6 = 3,6 v6i bién ngdu nhién tuan theo luat phan phdi nhi thic

X (xem Hinh 3.17).

012 3 456 7 89 11 13 15X

Hinh 3.11: Xap xi phan phéi chuadn cho phan phéi nhi thic B(15;0,4)

Trong hinh minh hoa vé xap xi phan phdi nhi thic bsi phan phéi chudn, vi ta xap xi mot
phén phéi roi rac bang mot phan phdi lién tuc, nén can mét sy hiéu chinh dé giam sai s6.

Dinh nghia 3.16. Cho X la bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi nhi thic B(#; p). Phan

phdi xac suat ctia X dugc xap xi béi phan phéi chudn N (u, 0?) v6i u = np va o> = np(1 — p)
va
P(X=k)=Ckp*(1 — p)"F ~ @(W) - @(W) (3.41)

ko _ _ _
Pl <X <o) = 1 Chp(1—p) F = o REOETH) (BRI | g
k=kq

Xap xi1a kha tét néunp > 5van(l—p) > 5.

Nhan xét 3.15. Hinh va biéu thi biéu do xac suat nhi thic véin = 25 va p = 0,5,
p = 0,1 tuong tng. Phan phdi trong Hinh 12 hoan toan ddi xting.

Viéc thém +0,5 va —0,5 chinh 1a yéu t6 hiéu chinh va goi 1a hiéu chinh lién tuc.

3.8.6 Xap xi phan phéi nhi thic bang phan phéi Poa-xong

Khi diéu kién xap xi phan phéi nhi thitc bang phan phéi chuan khong théa man (tic 1a diéu
kién np > 5van(1— p) > 5 khong thda man), ta c6 thé xap xi phan phéi nhi thic bang phan
phdi Poa-xong.

Pinh ly 3.18. Cho day {X,}>°, la day cac bién ngau nhién c6 phan bd nhi thic, v6i méi X,
c6 phan phéi nhi thitc X, ~ B(n, p,). Néu ton tai gii han limy, e np, = A > 0 thi X, hdi tu

theo phan phoi vé bién ngau nhién X c¢6 phan phdi Poa-xong tham s A.
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px)

L1 BERNRN Ll Ml 11
0 5 4 10* 15 20 25 x

75 10.5

Hinh 3.12: Phan phdi nhi thitc véi n = 25 va p = 0,5 xap xi béi phan phdi chuan véi yp = 12,5

vaoc =25

plx)

A/II IS S S T B

0 5 10 15 20 25 x

Hinh 3.13: Phan phéi nhi thirc va xap xi phan phéi chudn véin =25vap =0, 1
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3.9 Tong hop mot so6 de thi

Vi du 3.24 (Dé thi cudi ky 20183). Cho bién ngau nhién hai chiéu lién tuc (X, Y) c6 ham mat

do xac suat la

kx?, néu —1§x§1,0§y§x2,

0, néu trai lai.
(a) Tim k.
) 1
(b) Tinh P(Y < Z)
Loi gidi Vi du (a) St dung Tinh chat a), k > 0. St dung Tinh chat b),

trongdé D = {(x,y) € R?: =1 < x <1, 0 <y < x?} (xem Hinh[3.14). Suy ra k = 5/2.

fxy(x,y)dxdy = //kxzdxdy //kxzdxdy = k—

-10

1 5

8\8

X
—1 O
Hinh 3.14: Mién D ctia Vi du a)
(b) Stt dung Tinh chat[3.3{(c) ta tinh
1 5 72Xy P 19
p(y_ 4) /dedy {/dx/zx dy+ [ dx [ Sxdy| = o =~0,3958
Dq 0 0 1/2 0

Hoac

1/4 1

1 5 5,, 19
<) =2 — = = ~ .
P(Y_ 4) //2dxdy Z/dy/zx dx = 1o =~ 0,3958
Dy 0 VY

OdayD; = {(x,y) e R?: =1 <x<1,0<y <% y<1/4} (xem Hinh[3.15)
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Hinh 3.15: Mién Dy ctia Vi du[3.24{(b)
Vi du 3.25 (Dé thi cudi ky 20191). Cho U va V la hai bién ngau nhién lién tuc, doc lap voi
nhau va c6 cting phan phdi déu trén [10;30].
(a) Tim ham mat do xac suat fy; v (u,v) cta bién ngdu nhién hai chiéu (U, V).
(b) Tinh P(JU — V| < 10).
Loi gidi Vi du

(a) ViU,V la hai bién ngau nhién lién tuc, c6 phan phdi déu trén [10;30] nén

1
o) = |20 u € [10;30], (o) = 430 v € [10;30],
0, u¢[10;30], 0, o¢][10;30].

1

Mt khéc vi U va V doc 1ap nén fur v (1, 0) = { 400
0, (u,0) ¢ [10;30]>.

, (u,v) € [10;30)?,

(b) P(JU—-V| < 10) = // ; fuv(u,v)dudo véi D = {(u,v) € R?: |u —v| < 10}. St
DN uyv
dung tinh chét ctia tich phan hai 16p suy ra
_ 1 2 2y _ 3 _
P(|U—V|<1O)—4OO(20 10)—4—0,75.
Vi du 3.26 (Dé thi cubi ky 20192). Thoi gian hoat dong X;, i = 1,2,3, cta linh kién dién t I,
II, III 14 céc bién ngau nhién doc 1ap, tuan theo luat phan phéi mi véi ham mat do xac sut
tuong tng 1a fx. (x) = Aje=*, x > 0, A; > 0,i = 1,2,3. (a) Tim ham phan phéi xac suét ctia
bién ngau nhién chi thdi gian hoat dong ctia mot hé thong gom 3 linh kién trén mac nbi tiép.

(b) Tim ky vong va phuong sai ctia bién ngdu nhién chi thoi gian hoat dong ctia hé théng do.
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30

10}------

© 10 30

Hinh 3.16: Mién D N Sy v trong Vi du b)

Loi gidi Vi du (a) Goi X : "thoi gian hoat dong ctia hé théng", X = min{ Xy, X, X3}

Fx(x) = P(X < x) =1— P(min{Xy, X5, X3} > x) =1 - T_,P(X; > x)
—1-12, [1 —P(X; < x)} =1— ¢ MHAtiax 5,

(b) St dung cong thirc tinh ky vong, phuong sai ctia bién ngau nhién phan phéi md,

1 1
=—— VX)) = .
A+ A+ A ( ) (/\1 + Ap +)L3)2

E(X)

Bai tip Chuong

Bién ngau nhién roi rac

Bai tap 3.1. Cho bién ngau nhién X va Y c6 bang phan b6 xac suat dong thoi nhu sau

Y

0,12 1 0,15 | 0,03
2 0,28 | 0,35 | 0,07

(a) Chiing minh rang X va Y doc lap.
(b) Lap bang phan phdi xéac suat ctia X va Y.
(c) Tim quy luat phan phéi ctia bién ngau nhién Z = XY.

(d) Tinh E(Z) bang 2 cach va kiém tra E(Z) = E(X).E(Y).
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Bai tap 3.2. Cho bién ngiu nhién X va Y c6 bang phan b6 xac suat dong thai 1a

Y
-1 0 1
X
-1 4/15 | 1/15 | 4/15
0 1/15 | 2/15 | 1/15
1 2/15| 0

(@) Tim E(X), E(Y), cov(X,Y).

(b) X vaY cé doclap khong?

(c) Tim bang phan phéi xac suat cta X, cta Y.

Bai tap 3.3. Cho bién ngdu nhién X va Y c6 bang phan bd xac suat dong thoi la

Y
1 2 3
X
0,17 { 0,13 | 0,25
2 0,10 { 0,30 | 0,05

(a) Lap bang phan phbi xac suét ctia X vacia Y.

(b) Lap ma tran Covarian cta (X, Y)
(c) Tim hé so tuong quan.

(d) X vaY c6doclap khong?

Bai tap 3.4. Thong ké vé gia thanh san pham Y (triéu dong) va san lugng X(tan) ciia mot nganh

san xuat thu dugc bang phan phdi xac suat sau:

Y
30 | 50 | 80 | 100
X
0,05 0,06 | 0,08 | 0,11
0,06 | 0,15 | 0,04 | 0,08
0,07 10,09 |0,10 | 0,11

(a) Tim gia thanh san pham trung binh va mitc do phan tan cta né.

(b) Tim san lugng trung binh khi gia thanh bang 8.

(c) XvayY cé doclap khong?

(d) X vaY co6tuong quan khong?
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Bai tap 3.5. Cho Xj, X3, X3 la cac bién ngiu nhién doc lap theo luat phan phéi Poa-xong véi

tham s A1 = 1, Ap = 2, A3 = 3. Tinh Xac sut ctia cc su kién sau:
(a) S616n nhat trong cac s6 X1, X5, X3 khong nho hon 1.
(b) S6 16n nhéat trong cac s6 X1, Xp, X3 bfmg 1.
(c) S6 nho nhét trong cac s6 X1, Xp, X3 khong nho hon 1.
(d) S6 nho nhét trong cac sb6 Xj, Xp, X3 bang 1.

Bai tap 3.6. Cho X va Y la hai bién ngau nhién c6 bang phan phdi xac suét la:

X| 0 1 2 3 4 5
P|015(03(025| 0,2 | 0,08 0,02
Y| O 1 2 3 4 5

r, 0310202015 01 | 0,05

(a) Tinh E(X), E(Y), V(X), V(Y).
(b) Néu X va Y doc lap, tinh P(X + Y < 2) va lap bang phan phdi xac suat ctia X + Y.

Bai tap 3.7. Léy ngau nhién 3 vién bi tir mot hop g6m 3 bi do, 5 bi xanh va 4 bi vang. Goi X,
Y lan luot 1a s6 bi xanh, bi vang trong 3 bi lay ra. Lap bang phan phoi xac suat dong thdi cho

bién ngau nhién hai chiéu (X, Y).

Bien ngau nhién lién tuc
Bai tap 3.8. Cho X, Y la hai bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat déng thoi la

kx, néul<y<ux<l1,
fxy(x,y) =

0, néu trdilai.

(a) Tim hang sb k
(b) X vaY cé doclap khong?

Bai tap 3.9. Cho X, Y 1a hai bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat dong thai la

k(x%—%), nful<x<1 0<y<2,

0, néu trai lai.

fxy(xy) =

(a) Tim hang s k.
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(b) Tim ham phan phéi dong thoi cia X va Y.
Bai tap 3.10. Cho X, Y 1a hai bién ngiu nhién c6 ham mat do xéac suat dong thai
1 . 2 2
—, néu r + ¥ <1,

fX,Y (x, y) = 67 ) 9 4
0, neu trai lai.

(a) Tim ham mat do6 xac suat bién ctia X, ctia Y.
(b) Tim xac suat dé (X, Y) nam trong hinh chir nhat O(0,0); A(0,1); B(1,2); D(2,0).

Bai tap 3.11. Cho bién ngdu nhién hai chiéu lién tuc (X, Y) c6 ham mat d6 xac suat la

kx?,  néu —-1<x<1,0<y<x?
fxy(xy) =

0, néu trai lai.
(a) Tim k.
(b) Tim ham mat do xac suat bién fx(x), fy(y).
1
. Ay
(c) Tinh P(Y < 4)

Bai tap 3.12. Cho X va Y la hai bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat déng thoi la

1 £

—, neul<y<x<l,
fxy(xy) =X )

0, neu trai lai.

(a) Tim ham mat do xac suat bién ctia X, ctia Y.
(b) Tim ham mat do xac suat c6 diéu kién f1(x|y), f2(y|x).

Bai tap 3.13. Mot linh kién dién tir c6 thoi gian hoat dong X 1a bién ngiu nhién c6 phan phdi
mt v6i ham mat do xac suat 1a fx(x) = Ae ™, x > 0, A > 0.

(a) Tim ham phan phdi xdc suat cia bién ngau nhién chi thdi gian hoat dong ctia mot mang

g6m 2 linh kién loai trén dugc mac song song/ mac nbi tiép.
(b) Tinh ky vong, phuong sai ctia thoi gian hoat dong ctia mang do.

Bai tap 3.14. Cho X va Y la hai bién ngiu nhién doc lap véi nhau c6 ciing phan phéi déu trén
0,2].

(a) Tim ham phan phdi ctia cac bién ngdunhién Z = X +Y; T = XY; U= X — Y.

(b) TiInhP(-1<Y - X <1).
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Bai tap 3.15. Hai ngudi A va B hen gip nhau tai cong truong trong khoang tir 7h00 dén 8h00.
Goi X va Y lan lugt la thoi gian dén diém hen ctia ngudi A va B trong khoang thdi gian trén.
Gid st X va Y doc lap va c6 cing phan phoi déu trén [7;8].

(a) Tim ham phan phdi xac suat dong thgi ctia X va Y.

(b) V6i quy wdc chi dgi nhau trong vong 10 phut, tim xac suat dé 2 ngudi duge gép nhau.
Bai tap 3.16. Cho X va Y la hai bién ngiu nhién doc lap, X ~ N'(5;12), Y ~ N'(3;(0,2)?).

(@ Tim P(X +Y < 5,5).

(b) Tim P(X <Y); P(X > 2Y).

() TimP(X < LY <1).

Bai tap 3.17. Trong lugng ctia nhitng ngudi chong tuan theo luat phan phdi chudn véi ky
vong 70kg va do léch chudn 9kg, con trong lugng ctia nhiing ngudi vg tuan theo luat phan
phdi chudn vdi ky vong 55kg va do léch chuan 4kg. Hé s6 tuong quan trong luong gitra vo va
chong 1a 2/3. Tinh xac suat vg nang hon chong.

Bai tap 3.18. Bién ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat fx(x). Tim ham mat do xac

suat gy (y) ctia bién ngdu nhién Y néu:
@ Y=X+1,—00 < x < 4o00.
(b) Y =2X,—-a<x<a.

Bai tap 3.19. Gia st tai mot truong dai hoc, mot sinh vién dat duge diém X trong bai kiém
tra nang khiéu toan hoc va diém Y trong bai kiém tra nang khiéu &m nhac la mét s6 trong

khoang tir 0 dén 1. Gia st X va Y dugc phan phoi theo ham mat do sau

2

—(2x+3 O0<x,y<l,
fry(oy) = z( y) / y

0 neu nguoc lai.

(a) Tinh ty 1é sinh vién dai hoc dat diém cao hon 0,8 trong bai ki€ém tra nang khiéu toan.

(b) Gia st diém s6 cia mot sinh vién trong bai kiém tra nang khiéu &m nhac 1a 0,3. Tinh xac
suat dé diém ctia anh 4y trong bai kiém tra nang khiéu toan hoc sé 16n hon 0,8.

(c) Gia str diém s6 ctia mot sinh vién trong bai kiém tra nang khiéu toan 1a 0,3. Tinh xéc
suat dé diém ctia anh 4y trong bai kiém tra nang khiéu &m nhac sé 16n hon 0,8,

Bai tap 3.20. Mot manh dat bang phang c6 hinh tam giac vuong v6i mot bo phia nam dai

200m, b phia dong dai 100m. Ta quan tdm dén diém ma mot hat giéng roi tir trén cao xubéng

tiép dat. Gia st rang hat gibng nam trong ranh gidi ciia manh dat véi toa do X va Y ctia né

duoc phan b déu trén bé mat ctia tam giac vudng.
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(@) Tim c v6i c la gia tri cia ham mat do xac suat ctia diém nam trong ranh gidi manh dat.
(b) Tim cac ham mat do xac suat bién cua X va Y.

(c) Tim ham mat do xac suat cia Y biét X = x vatinh P(0,1 <Y <0,7 | X =0,5).

Bai tap Chuong 148



Chuong 4

Thong ké. Udc lugng tham so6

BAI 11 (2 tiét)

41 Ly thuyét mau

"Thong ké 1la mot khoa hoc dong thoi 1a mot cong nghé cung cap cho ta nhitng phuong phép,
cong cu dé thu thap va tao di liéy, trinh bay va phan tich du liéu dé hiéu noi dung an chira
trong dir liéu. Tir d6 rit ra nhiing thong tin, tri thitc hitu ich va dua ra nhitng quyét dinh,
chinh séch thich hgp"[l]

Thong ké toan 1a bd mon toan hoc nghién ciru quy luét ctia cac hién tugng ngau nhién co
tinh chat s 16n trén co s& thu thap va xir ly s lieu thong ké cac két qua quan sat vé nhing
hién tugng ngau nhién nay. Néu ta thu thap duoc cac s6 liéu lién quan dén tat ca dbi tuong
can nghién cttu thi ta c6 thé biét dugc ddi tugng nay (phuong phép toan bd). Tuy nhién trong
thuc té dieu do khong thé thuc hién duge vi quy mo cda cac ddi tugng can nghién ciru qua
16n hodc trong qua trinh nghién ctru ddi tugng nghién ciru bi phéa hiy. Vi vay can ldy mau dé
nghién ctru.

Muc nay gidi thiéu vé phuong phéap lay mau ngiu nhién va cac thong ké thuong gap cda

mau ngau nhién.

4.1.1 Tong thé va mau
Khai niém tong thé

Khi nghién ctru cac van dé ve kinh té - xa hoi, cung nhu nhiéu van dé thuoc cac linh vuc vat
ly, sinh vat, quan sy ... thuong dan dén khao sat mot hay nhiéu dau hiéu (dinh tinh hodc dinh
lugng) thé hién bang sb lugng trén nhiéu phan tir. TAp hop tat ca cac phan tir nay goi la tong
thé hay dam dong (population). S6 phan tir trong tong thé c6 thé 1a hitu han hodc vo han. Can

1D§ar\g Hung Théng, Tran Manh Cuong (2019), Tltﬁng ké cho Khoa hoc xa hgi va Khoa hoc su 5511g, NXB Pai hoc Quéc gia Ha Noi.
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nhan manh rang ta khong nghién ctru truc tiép ban than téng thé ma chi nghién ctru dau hiéu
nao do caa né.

Ky hiéu N 1a s6 phan tif cta tong thé; X' 1a dau hiéu can khao sat.

Vidu4.l. (a) Mudn diéu tra thu nhap binh quan ctia cac ho gia dinh & Ha Noi thi tap hop
can nghién ctru 1a cac ho gia dinh & Ha Noi, dau hiéu nghién ctru la thu nhap cta ting
ho gia dinh (dau hiéu dinh luong).

(b) Mot doanh nghiép mudn nghién ctru cac khach hang ctia minh vé dau hiéu dinh tinh
c6 thé 1a mic do hai long cta khach hang déi vdi san pham hodc dich vu ctia doanh
nghiép, con diu hiéu dinh lugng 1a s6 lugng sdn pham ctia doanh nghiép ma khach
hang c6 nhu cau dugc dap tng.

Mot s6 ly do khong thé khao sat toan b tong thé

(@) Do quy m6 cta tap hgp can nghién cttu qué 16n nén viéc nghién ctru toan bo sé doi hoi
nhiéu chi phi vé vat chat va thai gian, c6 thé khong kiém soat dugc dan dén bi chong

chéo hoac bo sot.

(b) Trong nhiéu trudng hop khong thé nam dugc toan bd cdc phan ti clia tap hop can nghién
cttu, do d6 khong thé tién hanh toan bo dugc.

(c) C6 thé trong qua trinh diéu tra sé pha hiy ddi tugng nghién ciu. ..

Do d6 thay vi khao sét téng thé, ta chi can chon ra mot tap nhoé dé khao sat va dua ra quyét
dinh.

Khai niém tap mau

Thong thudng quy mo ctia mot tong thé 1a rat 1on. Vi thé ngudi ta thudng chon ra mot tap
hgp con cac ca thé dé nghién ciru. Viéc chon ra tir tong thé mot tap hgp con nao d6 duge goi
1a phép 14y mau. Tap hgp con duge chon duge goi la mau (sample). S6 ca thé trong mau dugce
goi 1a kich thuGc mau, ky hiéu la n.

Vi du 4.2. Ta mudn danh gia s gid trong mot ngady ma mot sinh vién dai hoc str dung Face-
book. Vi sb sinh vién dai hoc rat 16n, nén ta khong thé diéu tra trén tat ca cac sinh vién duoc.
Ta chon ngau nhién mot mau gom 50 sinh vién dé khao sat va tim dugc sb gid trung binh
dung Facebook ctia 50 sinh vién nay la 4,7 gid. Con s6 nay cho ta mot hinh anh veé viéc st

dung Facebook cuta céc sinh vién dai hoc.

Vi du 4.3. Ta mud6n déanh gia ty 1é phé pham trong cac san phdm ctia nha may A. Gia st nha
mady ché tao dugc 400000 san phadm. Ta khong du thoi gian va tién bac dé xem xét dugc toan

b6 400000 san phadm. Ta chon ra mot mau gom 300 san phdm dé kiém tra va phat hién ra c6 18

4.1. Ly thuyét mAu 150



MI2020-KY 20201-TOM TAT BAI GIANG Nguyén Thi Thu Thiy-SAMI-HUST

san phdm mac 16i. Ty 1é phé phdm trong mau kiém tra 1a 18/300 = 6%. Tir d6 ta nhan dinh ty
1é phé phdm ctia nha may A khoang 6%.

Chuong 4 va Chuong 5 sé nghién ctru tong thé thong qua mau. Noi nghién ciru tong thé
c6 nghia 1a nghién cttu mot hodc mot sé dic trung nao do cda téng thé. Khi do, ta khong thé
dem tat ca cac phan tit trong tong thé ra nghién cttu ma chi lay mot s6 phan t trong tong thé
ra nghién cttu va lam sao qua viéc nghién ctru nay c6 thé két luan duge vé mot hodc mot sb

dic trung ctia téng thé ma ta quan tam ban dau.

Mot so cach chon mau co ban

Céc két luan suy dién tir mau c6 dang tin cay khong? Cau noi ndi tiéng ctia Mark Twain, nha
van Anh "C6 ba kiéu néi d6i: N6i déi, néi déi trang tron va thong ké" ("Thera are three kinds
of lies: Lies, Damned lies and Statistics"). Tuy nhién, thong ké khong néi ddi. Két qua sai (ma

ta goi la ddi trd) do thong ké dua ra 1a do phuong phéap 14y mau khong ding:

1. Viéc lay mau da duogc tién hanh khong khach quan, theo hudng c6 1gi cho nguoi nghién

cuau.
2. Mau dugc chon khong dai dién.

Vi du 4.4. D€ diéu tra mic thu nhap trung binh cda sinh vién t6t nghiép dai hoc méi ra
truong, néu mau dugce chon trong sb cac sinh vién t6t nghiép nganh Cong nghé thong tin thi
ro rang muc luong trung binh trong mau khong phan anh trung thuc muc luong trung binh

ctia sinh vién méi ra truong noi chung.

Céac két luan suy dién tir mau c6 dang tin cay chi dat dugc néu mau dugc chon phan anh
trung thuc, thuc sy dai dién cho téng thé. Do d6 van dé chon mau la mét van dé rat quan
trong va phong phu ctia théng ké. Cac ki thuat chon mau ding dan sé gitip ta ddm bao dugce
tinh dai dién trung thyc cho tong thé. D€ tra 16i cho cau hdi dat ra 1a 1am sao chon duoc tap
mau cé tinh chat tuong tu nhu téng thé dé cac két luan ctia tap mau c6 thé dung cho téng thé,

ta st dung mot trong nhirng cach chon mau sau:

(a) LAy mau ngau nhién: mdi ca thé ctia tong thé dugc chon mot cach doc 1ap véi xac suat

nhu nhau.

(b) LAy mau theo khéi: Tong thé dugc chia lam N khébi, mbi khdi xem la mot tdng thé con.
Chon ngau nhién ra m khéi trong N khoi d6. Tap hop tat ca cac ca thé cua m khoi duge
chon sé dugc 1ap thanh mot mau dé khao sat.

Phuong phap nay dugc ap dung khi ta khong liét ké danh sach tat ca cac ca thé trong
tong thé.
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(c) LAy mau phan tang: Chia t6ng thé ra mot sb tang, sao cho cac ca thé trong mdi tang khac
nhau cang it cang tot. Méi tang dugc coi la mot téng thé con. Trong méi tang ta sé thuc
hién viéc lday mau ngau nhién.

Phuong phap nay dugc stt dung khi cac ca thé qua khac nhau vé van dé ma nha nghién

ctru dang quan tam khao sat.

Vi du 4.5. Tai moét truong Dai hoc ¢6 20000 sinh vién véi 5 hé dao tao khac nhau: 10000 sinh
vién hé chinh quy; 2000 sinh vién hé lién thong; 2000 sinh vién hé van béng hai; 5000 sinh vién
hé tai chitc va 1000 hoc vién hé sau dai hoc. Bd phan dam bao chat lugng tién hanh cudc khao
sat vé chat lugng va muc do hai long ctia ngudi hoc. Chon ngau nhién 1000 sinh vién dé khao

sat. Xem mdi hé dao tao la mot tang, sb sinh vién & mdi tang duge chon nhu sau:

Hé daotao | S6SV | % SV | S6 SV duoc chon
Chinh quy | 10000 | 50 500
Lién thong | 2000 10 200
Van bang hai | 2000 | 10 200
Tai chuc 2000 | 10 200
Sau dai hoc | 1000 5 50
Téng 20000 | 100 1000

4.1.2 Mau ngau nhién

Bién ngiu nhién va quy luat phan phéi goc

Gia st ta can nghién ctru dau hiéu X cda tong thé c6 E(X) = uva V(X) = ¢? (u va o chua
biét). Ta c6 thé mo6 hinh héa dau hiéu X bang mot bién ngau nhién. That vay, néu lay ngau
nhién tir téng thé ra mot phan tir va goi X 1a gid tri ciia dau hiéu X do dugc trén phan tur lay

ra thi X la bién ngdu nhién c6 bang phan phdi xac suat la

X X1 Xo Xn
P|P(X=x1) | P(X=x2)|... | P(X=xp)

Nhu vay dau hiéu X ma ta nghién ctu dugc mo6 hinh hoéa boi bién ngau nhién X, con co
cau ctia téng thé theo dau hiéu X (tdp hop cac xac suat) chinh 1a quy luat phan phdi xac suat
cua X.

Bién ngau nhién X dugc goi 1a bién ngau nhién goc. Quy luat phan phdi xac suat ctia X 1a

quy luat phan phdi gbc, dong thoi E(X) = u, V(X) = o2

Cac dac trung ctia tong thé

(a) Xét tong thé vé mat dinh lugng : tong thé dugc dac trung boi dau hiéu X duge mo hinh

héa bdi bién ngau nhién X. Ta c6 cac tham sb dac trung sau day:
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1. Trung binh téng thé: E(X) = pu.
2. Phuong sai téng thé: V(X) = ¢2.
3. Do léch chuan cua tong thé: o(X) = 0.

(b) Xét tong thé vé mat dinh tinh : tdng thé c6 kich thude N, trong d6 c6 M phan tix ¢6 tinh
chat A.Khidé p = % goi 1a ty 1é tinh chat A ctia tong thé.

Khai niém mau ngau nhién
Gia st tién hanh n phép thir doc 1ap. Goi X; 1a "gia tri cua dau hiéu X do luong dugc trén
phan ti thi i cia mau" i = 1,2,...,n. Khi d6, Xy, Xy, . .., X;; 1a n bién ngau nhién doc lap c6

cuing quy luat phan phdi xac suét véi X.

Dinh nghia 4.1 (M4u ngdu nhién). Cho bién ngdu nhién gbc X c6 quy luat phan phbi xac suat
Fx(x) nao d6. Mot mau ngau nhién kich thudc n duge thanh lap tir bién ngau nhién X la n

bién ngdu nhién ddc 1ap c6 cing quy luat phan phoi xac suét Fx(x) vdi bién ngdu nhién X.

Ky hiéu mau ngau nhién: Wy = (Xq, Xa, ..., Xn).
Thyc hién mot phép thir dbi véi mau ngau nhién Wy tic 1a thyc hién mot phép thi dbi
véi méi thanh phan X; ctia mau. Gia st X; nhan gia tri x1, X, nhan gia tri x,, ..., X, nhan gia

tri x, ta thu duoc mot mau cu thé Wy = (x1,x2, ..., xp).

Vi du 4.6. Goi X la "s0 cham xuat hién khi gieo mot con xtic xac". X la bién ngau nhién ¢6

bang phan phdi xac suat

X[{1]2|3[4]5]|6
111111
Pl6l6l6l6|6]|6

Néu gieo con xuc xac 3 lan va goi X; la "s6 chAm xuat hién & lan gieothui",i = 1,2,3 thita
c6 3 bién ngau nhién doc 1ap c6 cung quy luat phan phdi xac suat voi X. Vay ta c6 mot mau
ngau nhién Wy = (X1, Xp, X3) cd n = 3 duge xay dung tir bién ngau nhién gbc X. Thuc hién
mot phép thir ddi véi mau ngdu nhién nay (tic 1a gieo 3 1an mot con xtic xac). Gia s 1an thu
nhat xuat hién mat 6, 1an thit hai xuat hién mét 2, 1an thit ba xuat hién mat 1 thi ta c6 mot gia

tri cia mau ngau nhién W, = (6,3,1).

Mau ngiu nhién c6 thé phan anh dugc két qua diéu tra, thuc nghiém bdi vi nhiing két qua
nay dugc coi la mot gid tri ciia né. Mat khac mau ngau nhién 1a tap hop cac bién ngau nhién.
Do vay ta c6 thé nghién ctru quy luat phan phdi xac suét ctia no, tic 1a khai quat dugce thuc
nghiém. Quan hé gitta mau ngau nhién va mau cu thé (hay mot gia tri ctia nd) tuong tu quan

hé gita bién ngau nhién va mot gia tri ¢6 thé c6 ctia né.
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4.1.3 MO0 ta gia tri cia mau ngau nhién

Phan loai du liéu

Tir téng thé ta trich ra tdp mau c6 n phan tir. Ta c6 1 sb liéu.

(a) Dang liét ké: Céc s6 liéu thu dugc duge ghi lai thanh day x1, xy, . . ., X,

(b) Dang rut gon: S6 liéu thu duoc ¢6 su lap di lap lai mot sO gid tri thi ta c6 dang ruat gon

Sau:

(b1) Dang tan sb: (ny + 1o + ... + 1 = n)

Giatri | x;1 x2 ... Xi
Tansd | ny np ... mny
(b2) Dang tan suat: (fi = ni/n)
Giatri | x1 xp ... X
Tén suét f1 f2 cee fk

(c) Dang khoang: Dt liéu thu dugc nhan gia tri trong (a,b). Ta chia (a,b) thanh k mién con
bdi cac diém chia:ag =a < a1 <ap, < --- < ax_1 < ar = b.

(c1) Dang tan s6: (nq + 1y + ... + 1y = n)

Giatri | (ap—a1] (a1 —az] ... (a1 —ay

Tan sb ny 1y e i

(c2) Dang tan suat: (fy = ng/n)

Gia trl (aOI (11] (all a2] s (akfll (Zk]
Tgll’l suét fl f2 cee fk

Chd y, thong thuong, do dai cac khodng chia bang nhau. Khi d6 ta c6 thé chuyén vé dang

rut gon:

Giatri | x1 x2 ... X

Tansbd | ny no ... mny

trong d6 x; 1a diém dai dién cho (a;_1, 4;] thudong dugc xac dinh la trung diém ctia doan

, 1
do: X = E(ai_l + tli).

Dat w; 1a tan s6 tich liy cta x; va F,(x;) 1a tn suat tich Ity ctia x;, ta sé c6

wi=Y n; E(x)=-1=Y f

X <x; Xj<Xj
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thi F,(x;) 1a mot ham cda x; va dugc goi 1a ham phan phéi thuc nghiém ctia mau hay ham
phéan phdi mau. Chu y rang theo luat s6 16n (Pinh ly Béc-nu-li) F,(x) hi tu theo xac suat vé
Fx(x) = P(X < x), trong d6 X la bién ngau nhién gbc cdm sinh ra tong thé (va ca tap mau).

Nhu vay ham phan phéi mau c6 thé dung dé xap xi luat phan phéi ctia tng thé.

Biéu dién dir liéu
Mot cau ngan ngtt Trung Hoa "Mot hinh anh c6 tac dung b::?mg mot nghin 161 néi". D€ c6 dugce
mot hinh 4nh 1o rang va dé nhd vé mau céc gia tri ctia bién ngdu nhién X, ta dung cac do thi

va cac biéu do6 deé thé hién chung.

(a) Biéu do hinh cot (bar chart): 1a biéu d6 nham biéu dién cho di liéu duge phan nhém
(thuong dung cho dw liéu dinh tinh) nhu céc thdng trong ndm, cdc nhém tudi. .. Céc
nhém dugc biéu dién thuong xuat hién theo truc hoanh, truc tung la chiéu cao ctia céc
hinh chir nhat ty 1é véi gia tri duge biéu dién. Muc tiéu ctia viéc dung biéu doé hinh cot

la dua ra so sanh gitta cdc nhém.

(b) Biéu d6 hinh quat (pie chart): ciing dugc ding dé biéu dién dir liéu dugc phan nhém,
nhung cac nhém dugc biéu dién bang cac hinh quat trong hinh tron. S6 lugng hoac ty
1é cia m6i hang muc (mbi nhém) ty 1é véi dién tich hinh quat biéu dién né. Biéu do nay

thuong dung dé phan tich hodc so sanh ¢ murc do tong thé.

(c) T8 chire d6 (histogram): thuong dugc dung dé biéu thi tan s6 hay tan suat cac gia tri trong

moi khoang gid tri.

1. Néu do rong cac khoang bang nhau, thi chiéu cao ctia hinh ch nhat dung trén méi
khoang chinh 1 tan s6 hay tan suat tuong ting ctia khoang.

2. Néu do rong cac khodng khong bang nhau, chiéu cao ctia hinh chit nhat dung trén
méi khoang dugc tinh toan sao cho dién tich méi hinh chit nhat ty 1é véi tan s6 hodc

tan suat cua khoang do.

(d) Da giac tan s6, tan suat: dung khi dit liéu 1a lién tuc va khoang d liéu rat rong. Tai moi
gia tri ctia di liéu x; va tan sb n; ta chAm mot diém c6 toa do (x;, ;). Nbi cac diém nay

v6i nhau ta dugc da giac tan s6. Néu mudn c6 da giac tan suat ta thay n; bé“mg fi =n;/n.

Vi du 4.7. Khéo sat 400 nha quan ly gido duc vé danh gia chat luong gido duc cong & Hoa Ky,
ta nhan dugc bang du liéu

Xéphang | A| B | C | D
Tansd | 35260 |93 | 12

* Téng s6 nha quan ly gido duc dugc khao sat n = 400.
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* 35 ngudi xép hang A chiém 9%; 260 ngudi xép hang B chiém 65%; 93 ngudi xép hang C
chiém 23%; 12 ngudi xép loai C chiém 3%.

* Biéu do hinh c6t cho tap di liéu nay biéu dién & Hinh

e Biéu dd hinh quat cho tap di liéu nay biéu dién & Hinh 4.2]

250
200
-
3
E jap
] 1
E
£
'
100
N l
u-j =
A B c D
Rating

Hinh 4.1: Biéu d6 hinh cét cho dit liéu trong Vi du[d.7]

Hinh 4.2: Biéu d6 hinh quat cho dur liéu trong Vi du @

Vi du 4.8 (Vi du vé t6 chitc d6). 25 khach hang cta Starbucks dugc tham do y kién trong mot
cudc khao sat tiép thi “Trong mot tuan ban dén Starbucks bao nhiéu lan?”. S6 liéu dugce cho

trong bang sau:

6 7 1 5 6 4 6 4 6 8 6 5
6 3 45557 6 35755

Bién dugc do luong 1a “s6 1an dén Starbucks”, mot bién rdi rac chi nhan cac gia tri nguyén.
Trong trudng hgp nay, cach don gian nhat la chon cac 16p hodc khodng con duéi dang gia tri
nguyén trén pham vi gid tri quan sat: 1,2, 3,4, 5, 6, 7 va 8. Bang dudi day cho thay cac 16p va

tan s tuong Uing ctia chiing cling tan so.
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S6 luot dén Starbucks | Tan s6 | Tan suat
1 1 0,04
2 0 0,00
3 2 0,08
4 3 0,12
5 8 0,32
6 7 0,28
7 3 0,12
8 1 0,04

Biéu do tan suat tuong d6i dugc thé hién trong Hinh

B25 =

625

Reative frequency

225 =

Hinh 4.3: Biéu d6 t6 chitc do cho dit liéu trong Vi d1_1

41.4 PDailugng thong ké va mot s6 thong ké thong dung

Dé nghién cttu mau ngdu nhién gbc X, néu dirng lai  mau ngdu nhién Wy = (X1, Xp, ..., X;)
thi ro rang chua giadi quyét dugc van dé gi, bdi cac bién ngau nhién X; c6 ciing quy luat phan
phéi Xac suat véi X ma ta chua biét hoan toan. Vi vay ta phai lién két hay tong hop cac bién
ngau nhién Xy, Xy, . .., X, lai sao cho bién ngdu nhién méi thu dugc c6 nhiing tinh chat mdi,
c6 thé dap tng duge yéu cau giai nhitng bai toan khac nhau vé bién ngiu nhién gbc X.

Pai lugng thong ké

Dinh nghia 4.2 (Thong ké). Trong thong ké toan viéc tong hgp mau Wy = (X1, X, ..., Xy)
dugc thuc hién dudi dang ham cta cac bién ngﬁu nhién X, X», ..., X;. Ky hiéu

G=f(X1,Xa...,Xn) (4.1)

& day f 1a mot ham nao dé va G dugc goi la mot thong keé.
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Vi du 4.9. Cho mdt mau ngdu nhién Wy = (Xy, Xy, . .., X,;) kich thudc n. Mot vi du vé thong
ké dang la

G= X;.

S|

n
i=1
Nhan xét 4.1. (a) Théng ké G 1a mot ham cua cac bién ngau nhién X1, Xy, ..., X, nén ctng la

mot bién ngau nhién. Do d6 ta c6 thé tim ra cac "tinh chat méi" thong qua viéc khao sat

quy luat phan phdi xac suat ctia G va cac tham s6 E(G), V(G)...

(b) Néu mau ngau nhién c6 gia tri Wy = (x1,x2,...,%2) (mau cu thé), ta tinh duoc gia tri cu
thé ctia G, ky hiéula g = f(x1,x,...,x,) hay g con goi 1a gid tri quan sat ctia thong ké
G.

Sau day ta xét mot s6 thong ké thong dung.

Mot s6 thong ké thong dung

(a) Trung binh mau ngau nhién: Cho miu ngiu nhién Wy = (X1, Xy, ..., X,) kich thuéc n
dugc xay dung tit bién ngdu nhién goc X. Trung binh ctia n6 1la mot thong ké, ky hiéu la
X va dugc dinh nghia béi ham sau day:

_ 1 &
X==) X (4.2)
nia

Do X1, X, ..., X, 1a cac bién ngau nhién nén X cting 1a bién ngiu nhién. Néu bién ngau

nhién gbc X c6 ky vong E(X) = u, phuong sai V(X) = ¢? thi théng ké X c6 ky vong
2

E(X) = u vaphuong sai V(X) = % nhé hon phuong sai ctia bién ngau nhién goc 7 lan,

nghia la cac gia tri c6 thé c6 cta X 6n dinh quanh ky vong p hon céc gia tri 6 thé ¢6 cua

X. biéu nay thé hién "chat lugng mdi" ctia thong ké X so véi bién ngdu nhién gbc X.

(b) Phuong sai mau ngiu nhién va phuong sai hiéu chinh mau ngau nhién: Cho mau ngau
nhién Wx = (X3, Xy, ..., Xy) kich thudc n duge xay dung tu bién ngau nhién g6c X.
Phuong sai ctia n6 1a mot thong ké, ky hiéu la $? va duogc xac dinh boi ham

¢ =

Q=

f(xi - X)? (4.3)
i=1

trong d6 X 1a trung binh ctia mau ngau nhién Wy.
Do 52 1a bién ngau nhién, nén c6 thé tinh dugc E(S?) béi cong thiic

\ 1
E($?) =" —c?, (4.4)

trong d6 0% = V(X).
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(c) D9 1éch tiéu chuan va d¢ léch tiéu chuan hiéu chinh mau ngau nhién:

D€ ky vong ctia phuong sai mau ngau nhién $? triing véi phuong sai ctia bién ngau

nhién gbc X ta can mot sy hiéu chinh. Tir (4.4) suy ra

n A
E 2) =%
(%) =
n & _

n—1 nili;(Xi_X)z (45)

Dit

§* =

va goi S? la phuong sai hiéu chinh ctia mau ngau nhién (vi n6 bang phuong sai mau

” i 7) Dong thai ta 6 E(S?) = o2,

ngau nhién nhan thém hé s6

1. Do léch tiéu

chuan ctia mau ngau nhién dugc ky hiéu va xac dinh bdi

=% = \/% i(xi—XV (4.6)
i=1

2. Do léch tiéu chuan hiéu chinh ctia mau ngau nhién duoc ky hiéu va xac dinh boi

n—1

sz\/ﬁz\/ !

Y (X — X)?
i=1

(4.7)

(d) Tan suat miu ngau nhién: Truong hop can nghién ctru mot dau hiéu dinh tinh A nao d6

ma mbi ca thé cda téng thé c6 thé c6 hodc khong, gia st p 1a tan suét c6 dau hiéu A cta
tong thé. Néu céa thé c6 dau hiéu A ta cho nhan gia tri 1, trudng hop ngugc lai ta cho
nhan gia tri 0. Lic d6 dau hiéu nghién ctru c6 thé xem 1a bién ngdu nhién X c6 phan
phdi Béc-nu-li tham sb p c¢6 ky vong E(X) = p va phuong sai V(X) = p(1— p).

Lay mau ngdu nhién Wy = (X1, Xy, ..., X,) trong d6 X;, X, ... X, 1a cac bién ngdu
nhién doc 14p c6 cting phan phbi Béc-nu-li voi tham sd p. Tan s6 xuat hién A trong mau

lam =Y}, X;. Khido tan xuat mau la mot th6ng ké ky hiéu va xac dinh béi

m 1 -
f_;_E;Xi—X (4.8)

Nhu vay tan sudt mau la trung binh mau ctia bién ngau nhién X c6 phan phéi Béc-nu-li

B(p) tham s6 p. Ngoai ra,

V(f) = P =p) (4.9)

Duéi day 1a mot s6 quy luat phan phdi xac suat cia mot s6 thong ké thong dung.
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Quy luat phan phoi xac suat cia mét s6 thong ké thong dung

Gia st dau hiéu nghién ctru trong téng thé c6 thé xem nhu mot bién ngiu nhién X c6 phan
phdi chudn N (i, 0?) véi ky vong E(X) = u va phuong sai V(X) = ¢2. Cac tham sb nay c6 thé
da biét hodc chua biét. Tir téng thé rit ra mot mau ngau nhién cd n: Wy = (Xq, Xp, ..., Xn)-
Céc bién ngiu nhién thanh phan X;, i = 1,...,n, doc lap c6 cung quy luat phan phéi chuan
N (p,0?) nhu X.

Chd y rang moi t6 hop tuyén tinh ctia cac bién ngiu nhién c6 phan phéi chuan la bién

ngau nhién c6 phan phdi chuan. Vi vy ta c6 cac két qua sau.

(a) Quy luat phan phoéi xac suat ctia trung binh mau X: Théng ké trung binh mau X c6 phan

£ . ) X — . "
phoi chuan va thong ke U = Ty\/ﬁ c6 phan phoi chuan tac

o2

X~N<y,—), u:?ﬁwwm) (4.10)

n

Phan vi muc « cta U dugce ky hiéu 1a uq_,. Chrfmg han phan vi mic &« = 5% cua U la
upos = 1,645 vi ®(1,645) = 0,95; phan vi mic a = 2,5% cta U la ugos = 1,96 vi
®(1,96) = 0,975.

(b) Quy luat phan phoi xac suat cia phuong sai hiéu chinh miu ngau nhién: 1. Théngké
n$?  (n—1)8?

S = i = c6 phan phéi khi binh phuong véi n — 1 bac tu do

_\2
n$? (n-1)8% Yt (Xi - X) )
5= 2 2 = o2 ~ X(n-1) (4.11)

2. Néu trong (@.11) ta thay X bang y thi thong ké

S = ?‘1(2(;’_ B ) (4.12)

Phan vi muc a cta S ky hiéula x7_, (n).

3. Théngké T = %ﬁ _X St Hy/m—1c6 phéan phdi Student véi n — 1 bac tu do:

T = %ﬁ: %\/nqwt(n—n (4.13)

Phan vi muc « cta T ky hiéu la t1_,(n).

Chu y 4.1. Trong thuc hanh khi 7 > 30 ta c6 thé khong can dén gia thiét chudn ctia bién

< . £ X - £ ) e,
ngau nhién goc, thong ké T = Ty n xap xi phan phoi chuan tac A'(0, 1).
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(c) Phan phoi ctia thong ké tan suat mau: Khi n da lén (np > 5 va n(1 — p) > 5) thi thong
ke U = f;p\/ﬁ c6 phan phdi xap xi phan phéi chuén tac

vr(l—p)

U=—L=F /i~ nN@©1) (4.14)
p(1—-p)

(d) Phan phoi Fisher: Néu hai mau ngaunhién Wx = (X1, Xa, ..., Xp,), Wy = (Y1, Y2, ..., Yy,)
kich thudc ny, n, duge xay dung tit bién ngdu nhién X va Y c6 phan phéi chudn N (py; 07),
N (p2; 03) tuong ting thi ngudi ta da ching minh dugc rang:

: , Sh ,
1. Néu o? = 07 thithéng ké F = S—; c6 phan phoi Fisher v6i (17 — 1, n, — 1) bac tu do:
2

52
F= S—; ~ F(n —1;np —1) (4.15)
2

Aty 2 2
2. Neu oy # o3,

S2¢2
F= S;—Uzz ~ F(n —1;ny —1) (4.16)
2¥1

Phéan vi muc « cta F duge ky hiéu la F_,(n1 — 1;np — 1).

4.1.5 Cach tinh gia tri cu thé ctia mét s6 thong ké thong dung

Bén canh viéc nghién ctru quy luat phan phoi xac suat ctia cac thong ké, con can phai tinh
toan cdc gia tri ctia chung. Gid st mau ngau nhién Wy = (X, X, ..., X;;) ¢6 mot gia tri 1a

Wy = (x1,X2,...,%,). Mau cu thé nay c6 thé cho § cac dang khéc nhau.
(a) Mau cho duéi dang liét ké. (Tan s6 cta cac x; bang 1)

(al) Trung binh mau:

K|
Il
S |-

Y x (417)
i=1

(a2) Phuong sai mau:

§2_li(x._f)2_lix,2_ <1ix>2 (4.18)
S on &= S on&=T n&=" '

§* = f(xi ~-%)% = §* (4.19)
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(a4) Cac do léch chuan:

s::\/st_zz\/%f(x,-—x)% s:\/s_Z:\/ L f(x,-—x)Z (4.20)
i=1 i=1

n—1

Dé tinh céac cong thire (#.17)-(4.20), ta 1ap bang tinh toan

X XZZ
X1 x%
X2 x%
Xn x2
n . n 2
i=1%i | Li=1%;

Ta thay trung binh mau ¥ va phuong sai mau § 1a hai gid tri co ban nhat d6i vdi mau cu
thé nay, con cac gid tri s2, §, s 6 thé tinh truc tiép tir §2; gia tri cia nhiéu théng ké khac
cting duoc tinh trén co sd da c6 x va §2. Do d6 can cai tién cac cong thic tinh ¥ va §2 phu
hop véi tirng truong hop s6 liéu.

(b) Mau cho & dang rat gon. (Tan sb ctia cac x; 1an; > 1, Zi'(:l n; = n)

(b1) Trung binh mau:

1 k
=Y nx; 421

(b2) Phuong sai mau:

o _1¢ e 1 o, (18 :
8 :Eﬁni(xi—x) :Eznixi - (E 2”#:‘) (4.22)

(b3) Phuong sai hiéu chinh mau:

2= g (4.23)

(b4) Cac do léch chuan:

§=V8, s=+Vs2 (4.24)

Dé tinh cac cong thuc (@.21)—#.24), ta 1ap bang tinh toan
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X n; n;x; nl-xiz
X1 11 n1x1 nyx?
X2 np npXo I’lzx%
x 2
k ny N Xk npXy
lenz—n lenxl lenx

(c) Phuong phap déi bién. (Trong truong hop do dai cac khoang bang nhau)

(c1) Trung binh mau:

h k
X =xo+ hu=xy+ = Z niu; (4.25)
i=1

(c2) Phuong sai mau:

. 1 & ? .
&2 =n? {E Z niu% — <E 2 niu,-) } = hzsi (4.26)

trong do
x; 1a diém gitta cua khoang thu i, i =1,2,...,k;
X; —

h
xp = x; ing vdi n; 1on nhat.

u; =

X0 1 1a d6 dai céc khoang;

Dé tinh cac cong thuc (@.25)—.26), ta 1ap bang tinh toan

X; 1 U n;l; niu?
X ny Uy Ny nyus
X2 b up noup nou3
Xk N Ug Ny ngus
Zz 1ni=n Zz 1 il Zz 1nu

Tinh tham s6 dic trung mau trén may tinh CASIO FX570VN PLUS
Budc 1 Chuyén d6i may tinh vé chuong trinh thong ké MODE — 3 — AC

Budc 2 Bat chic nang cot tan s6/tan suat SHIFT — MODE — Miii tén di xuéng — 4(STAT)
— 1(ON)

Budc 3 Bat ché do man hinh dé nhap di liéu, Nhap s6 liéu SHIFT — 1 — 1(TYPE) — 1(1-
VAR)

Chu y nhéap xong s6 liéu thi bAm AC dé thoat.
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Budc 4 Xem két qua:

¢ Trung binh mau (x): SHIFT — 1 — 4(VAR) — 2

e Do léch tiéu chudn mau hiéu chinh (s): SHIFT — 1 — 4 — 4

Vi du 4.10. O mot dia diém thu mua vai, kiém tra mot s vai thay két qua sau

S6 khuyéttat 6mdidonvi [0 1 |2 | 3 | 4|5 | 6
S6 don vi kiém tra (10m) | 8 [ 20| 12 |40 [ 30 | 25| 15

Hay tinh ky vong mau va do léch chuan hiéu chinh mau cia mau trén.

Loi gidi Vi du

Cach 1: Goi X 1a s6 khuyét tat & méi don vi. Lap bang tinh toan

X; n; n;X; nixi2

0 8 0 0

1 20 20 20

2 12 24 48

3 40 120 360

41 30 120 480

5| 25 125 625

6 15 90 540

Y| n=150 | ¥mx; =499 | ¥inx? = 2073
Suyra¥ = % = 3,3267; x2 = % —=13,82; 82 = x2 — (%)% = 13,82 — (3,3267)% = 2,7531;
s2 = % x 2,7531 = 2,7715; s = 1/2,7715 = 1,6648.

Cach 2: St dung may tinh CASIO FX570VN PLUS tinh dugc X = 3,3267; s = 1,6648.

4.2 Udc lugng diém

Nhu da biét, cac tham sb ctia diu hiéu nghién cttu X’ nhu trung binh, phuong sai, co ciu cta
tong thé theo dau hiéu X dugc st dung rat rong rai trong phan tich kinh té - xa hoi va nhiéu
linh vyc khac. Song cac tham s nay thong thuong lai chua biét. Vi vy dit ra van dé udc
lugng ching nhd phuong phép mau.

Sau khi da mo6 hinh héa diu hiéu X' va co cau téng thé bang bién ngdu nhién X va quy
luat phan phdi xac sudt ctia nd, ta c6 thé phat biu van dé thuc té néu trén dudi dang toan
hoc nhu sau: "Cho bién ngiu nhién X, c6 thé da biét hodc chua biét quy luat phan phdi xac
suat dang téng quat, nhung chua biét tham s6 6 ctia né. Hay udc lugng 6 bang phuong phép

mau". Day la mot trong nhiing bai todn co ban ctia thong ké toan hoc.
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Dudi day ta sé nghién ctru cac phuong phép tim ra mot sd hay mot khodng s6 dé udce
lugng 0. Cac phuong phap nay xuat phat tir co sd hop Iy nao dé dé tim wdc lugng cua 0, chi
khong phai la su ching minh chat ché.

Phuong phéap udc lugng diém chu truong dung gia tri quan sat ctia mot thong ké dé ude

lugng mot tham sb (véc to tham sb) nao dé theo cac tiéu chuan: virng, khong chéch, hiéu qua.

4.2.1 Phuong phap ham udc luong

Mo ta phuong phap

Gia st can udc lugng tham sb 0 clia bién ngdu nhién X. Thong thuong X 1a mot bién ngau
nhién ma ta muén biét phan phdi xac suét ctia X. Trong xac suat, biét phan phdi ctia X nghia
la ta da c6 thong tin "day dd" vé nd, néi khac di ta c6 thé tinh duge xac suat dé bién ngiu
nhién nhén gid tri trong mot mién bat ky. Tuy nhién trén thyc té phan phdi xac suat ctia X
thuong rat khé ndm bat. Chinh bi vay ta mong muébn biét dugc nhiing thong tin chinh vé X
nhu gid tri trung binh, d6 léch chudn, trung vi, m6t, mémen. ..cua X.

Tir X ta 1ap mau ngdu nhién Wy = (X1, X, ..., X,;) kich thuéc n. Chon lap thong ké G =
f(X1,Xa,...,Xn). Mot trong nhitng cach chon dang ham f la tuong ting thong ké dac trung
clia mau ngau nhién voi tham sd can udc lugng ctia bién ngau nhién. Phuong phap nay goi la

, 1
phuong phap moé-men (moment estimation). Chang han G = f(Xy, Xy, ..., X,) = - Y X

néu 1a udc lugng cho ky vong E(X), con G = % Y 1 (X; — X)? néu udc lugng phuong sai. ..
Tién hanh 1ap mau cu thé Wy = (x1,xp, ..., x,). Tinh gia tri cu thé ctia G ing vdi mau nay,
tucla g = f(x1,x2,...,x,). Day la u6c lugng diém cta 6.
Théng ké G = f(Xq,Xa, ..., Xy), viét gon la G, la ham udc lugng cua 6.
Ch y rang 0 la mot s6 chua biét, con G = f(Xq, Xp, ..., X;) 1a mot bién ngdu nhién. Nhu

vy, & day ta da 1ay mot bién ngau nhién dé xap xi cho mot s6. Cau héi dit ra la
1. Udc lugng dua ra c6 "tot" khong?
2. "Uéc lugng t6t" dugce hiéu theo nghia nao?

Dudi day la mot sb tiéu chuan cho udc lugng diém.

Mot s6 tiéu chuan lua chon ham uéc luong

Cuing mot mau ngiu nhién c6 thé xay dung nhiéu thong ké G khac nhau dé udc lugng cho
tham s6 6. Vi vay ta can lya chon thong ké tot nhat dé udc lugng cho tham s6 6 dua vao cac

tiéu chuan sau.
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(a) U6c lugng khong chéch (unbiased estimator): Udc lugng G cua 6 duoc goi la ude lugng

khong chéch ctia 6 néu

E(G)=0 hay E(G—6)=0 (4.27)

nghia 1a vé trung binh "dd chéch" bang 0. Tinh chat nay c6 nghia la wdc lugng G khong
c6 sai s6 hé thong ma chi c6 sai s6 ngdu nhién.

biéu kién ctia u6c lugng khong chéch c6 nghia la trung binh cac gid tri ctia G bang
0. Tuy nhién, khong c6 nghia 1a moi gia tri cia G déu trung khit v6i  ma ting gia tri
ctia G c6 thé sai léch rat 16n so véi 0. Vi vay ta tim udc lugng khong chéch sao cho do sai
léch trung binh la bé nhét.

(b) Udc luong virng (consistent estimator): Udc luong G cuta 6 duoc goi la udc lugng vimng
néu véi moi e > 0 ta co
lim P{|G—-6| <e} =1

n——+oo
hay
lim P{—e<G<O+e}=1.

n—-+oo

Tinh chit nay ddm bao cho udc lugng G gan 6 tlly y v6i xac suat cao khi cd mau du 1on.

(c) Udc lugng hiéu qua (efficient estimator): Dai luong G — 6 duoc goi 1a sai s6 (n6 la mot
bién ngiu nhién) con gia tri trung binh ctia sai 6 E(G — 0) = E(G) — 0 duoc goi 1a do
chéch. Ta mong mudn tim dugec udc lugng sao cho sai s6 binh phuong trung binh

MSE(G) = E(G — 6)?

nho nhét c6 thé. Tuy nhién trong nhiéu trudng hop tim udc lugng thoa man diéu kién
nay khé khé. Luu y rang

E(G—0)?=[E(G) — 6]> + V(G) = (P06 chéch)? + V(G).

Vi vay ta thuong chi tim wdc lugng tot nhat trong cac udc lugng khong chéch tie 1a wde
lugng khong chéch c6 phuong sai V(G) nhoé nhat trong cac udc lugng khong chéch. Udc
lugng do6 goi la udc lugng hiéu qua.

Khi ta khong biét udc lugng hiéu qué c6 ton tai hay khong thi dé so sanh cac ude lugng
khong chéch ta sé so sanh do léch tiéu chuin hay phuong sai cua chiing. Udc lugng
khong chéch c6 do 1éch tiéu chuan hay phuong sai nho hon sé "tét hon'". D6 léch tiéu
chuén ctia udc luogng diém G, ky hiéu 1a g dugc goi 1a sai s6 tiéu chuan (standard error).
Udc lugng diém ctia sai s6 tiéu chudn dugc ky hiéu 1a 6. Tong quat hon dé so sanh hai
udc lugng diém G; va G, cho tham sO 0 bat ky, ta so sanh sai s6 binh phuong trung binh,

4.2. Udc luong diém 166



MI2020-KY 20201-TOM TAT BAI GIANG Nguyén Thi Thu Thiy-SAMI-HUST

ude lugng nao c6 sai s6 binh phuong trung binh bé hon 1a udc lugng tot hon. Tirc 1a néu

do hiéu qua tuong doi
MSE(Gy)
MSE(Gy)

nho hon 1 thi ta két luan rang udc lugng G hiéu qua hon udc lugng G,.

Dé xét xem udc lugng khong chéch G c6 phai 1a udc lugng hiéu qua cua 6 hay khong
ta can phai tim mot can dudi ctia phuong sai ctia cac udc lugng khong chéch va so
sanh phuong sai ctia G véi can dudi nay. Diéu nay duge giai quyét bang bat dang thic

Cramer-Rao phét biéu nhu sau.

Dinh ly 4.1. Cho mau ngiu nhién Wy = (X1, X, ..., X;) dugc lay tir téng thé c6 dau
hiéu nghién citu dugc mod hinh héa béi bién ngau nhién X ma ham mat do xac suat
f(X,0) hay ham phan phéi xac suat F(X,6) théa man mot s6 diéu kién nhéat dinh
(thuong dugc théa man trong thuc té) va 8 1a ude lugng khong chéch bat ky ctia 0 thi

V(G) > ! (4.28)

2
d(In f(X,0

4.2.2 Uédc lugng diém cho mot s6 tham s6 thong dung

(a) Uéc lugng diém cho ky vong hay gia tri trung binh: Gia st X 1a bién ngau nhién véi ky
vong E(X) = u chua biét, 4 dugc xem 1a trung binh ctia téng thé. Tir X ta 1ap mau ngau
nhién Wy = (Xq, Xy, ..., X)) cd n. Chon

- 1
X=Ex&
i=1
lam udc lugng diém cho ky vong E(X) = . Udc lugng diém X thoa man ca ba tinh chat
tot da néu & trén: khong chéch, viing va hiéu qua.
Khi ta c6 mot mau cu thé Wy = (xq,x2,...,x,) thi
_ 1¢
X=—) X
n Z‘ !
i=1
1a mot ude lugng diém ctia p.
(b) Udc lugng diém cho phuong sai: Gia st X la bién ngdu nhién vé6i phuong sai V(X) = o2
chua biét, 02 dugc xem la phuong sai ctia tong thé. Néu ta c6 mot mau ngau nhién
Wyx = (X1, X,...,X,) cd n ctia X thi xuat phat tir cong thirc tinh phuong sai, dai luong
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duoc xem xét dé dung lam udc lugng cho o2. Tuy nhién khong kho dé chi ra rang

A n—1

E(S%) = o?

n
nghia la 52 1a mot udc lugng chéch cua o2. Bé thu duoc udc luong khong chéch cho o2
ta "hiéu chinh" dai lugng nay mét chut bf?mg cach dat

Szznili_il(Xi_Yy: =5

Dai lugng S? (chinh la phuong sai hiéu chinh mau ngiu nhién) la uéc lugng khong
chéch cho ¢2. Ngudi ta da chiing minh dugc rang ca 52 va S? déu 1a udc lugng vimng cho
o2, Nhu vay uéc luong t6t cho o2 1a S2.

Khi c6 mau cu thé Wx = (x1,xp,...,%,) ta tinh dugc cac gia tri cu thé cta 5% va S?, ky
2.

A _\?2 1
52252<xi—x); Sz:n—l.

n
i=1 i=1

hiéula s vas

2 n
(xi —Y) = §2.
n—1

day 1a cac ude lugng diém ctia o2,
Vi du 4.11. Chi s6 IQ ctia 10 sinh vién duogc cho nhu sau:
87, 81, 88, 85, 100, 90, 114, 93, 86, 98

1. Udc lugng diém cho chi s6 IQ trung binh 1a trung binh mau ¥ = 92,2.

2. Udc lugng diém cho do léch tiéu chuan o ctia chi s6 IQ 1a do 1éch tiéu chuan hiéu
chinh mau s = 9, 64.
3. Sai s6 tiéu chuan cda trung binh mau la oy = ¢/+/n, trong d6 n = 10 la ¢& mau.
Udc lugng diém cho sai s6 tiéu chuén ctia trung binh mau la
s 9,64

05 = — = —— = 3,05.
yn V10

X1+ x , e . 2 . ..
1% nhu mot uwdc luong diém cho chi so IQ trung binh thi sai

Néu ta dung /i =
s6 tiéu chuan la o =0/ V2 va uéc lugng diém cho sai s6 tiéu chudn nay la
N S 9,64

TV 2

R6 rang udc lugng 71 khong hiéu qua bang udc lugng .

= 6,81.

(c) Ubc lugng diém cho ty 16: Cho p 1a mot ty 1é hay xac suat ctia mot su kién A trong téng
thé chura biét. Ta thuc hién n quan sat doc lap va goi m 1a s6 1an xuat hién A. Khi d6 tan
suat mau

m
S=
1a u6c lugng diém cho p. Ngudi ta chitng minh duge rang ude lugng nay c6 ca ba tinh

chét tot da néu & trén: khong chéch, virng va hiéu qua.
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Vi du 4.12. Trong dgt van dong bau ctr tong thong ngudi ta phdng van ngdu nhién 1600
ctr tri thi dugc biét 960 ngudi sé bo phiéu cho ting ctr vién A. Hay chi ra udc lugng diém
cho ty 1é phiéu thuc ma tng cl vién A sé thu dugc.

2r v 7r . S ST 960
Loi gidi Vi du4.12)Udc luong diém can tim 1a f = 1600 = 0,6 = 60%.

4.2.3 Phuong phap udc luong hop ly cuc dai (maximum-likelihood esti-

mation)

Gid st ta da biét quy luat phan phbi xac sut dang tong quat ctia bién ngau nhién X, chang
han ham mat do xac suat fx(x,0) (c6 thé hiéu fx(x,0) la cong thirc xac suat néu X roi rac).
Can udc lugng tham s6 6 ctia X ta 1ap mau cu thé Wy = (xq,x, ..., Xn)-

Ham ctia d6i s 0
L(xl,xz,...,xn,9> = fx(x1,0) fx(x2,0) ... fx(xn,0) (4.29)

va goi la ham s6 hop ly ctia tham s6 6. Gid tri ciia ham hop ly chinh la xac suat hay mat do xac
sudt tai diém Wy = (x1,x,...,x,). Gid tri ¢ = g(x1, %2, ..., x,) dugc goi 1a wdc lugng hop ly
cuc dai ctia 6 néu tng vdi gid tri nay cia 6 ham hop ly dat cuc dai.

Do ham L va ham In L dat cuc dai tai cing mt gia tri cia 6 nén ta c6 thé tim gia tri ctia 6

dé In L dat cuc dai theo cac budc sau.

1. Tim dao ham bac nhat ctia ham In L theo 6.

dInL

dao
nghiém 6 = ¢ = g(x1,x2,...,%n).

2. Lap phuong trinh = 0. Phuong trinh nay goi la phuong trinh hop ly. Gia stt né c6

?Inl __, . .
3. Tim dao ham bac hai d—Gr; Neu tai diém 60 = g dao ham bac hai am thi tai diém nay

ham In L dat cyc dai. Do d6 ¢ = ¢(x1,x2,...,%,) 1a udc lugng diém hgp ly tbi da can

tim.

Vi du 4.13. Bang phuong phap hop 1y cuc dai ta tim dugc udc lugng ctia tham sb p trong quy
luat phan phdi nhi thic B(n; p) 1a £ va ude lugng ctia tham s6 A trong quy luat phan phoi
Poisson la % (Phan chitng minh xem nhu bai tap).

Vi du 4.14. Tim udc lugng hop 1y cuc dai clia cac tham s6 y va ¢ ctia bién ngau nhién tuan

theo quy luat phan phéi chuan N (y; 0?).
Loi gidi Vi du Dé thay ham hop ly c6 dang

I — e*ﬁ Z?:l(xifﬁ)z.
n

1
(ov/2m)
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Lap hé phuong trinh hop ly

dInL _o,
dp

dInL _ 0
do

Giai hé nay ta nhan dugc p = xvao =s.

Chu y 4.2. Dbi s6 ctia ham hop ly 1a 0 chit khong phai x1, x, . . ., x,. Do vay néu thay gia tri
mau cy thé Wy = (x1,xs,...,%,) bang mau ngau nhién Wy = (X1, Xy, ..., X;) thi két qua va
chitng minh trén van ding. Do d6 ta thu duge két qué téng quat hon. Chang han, néu X tuan
theo quy luat phan phéi chuan thi udc lugng hop ly cta i la X va udc lugng hop ly cta o la
S.

Ngoai ra con cac phuong phap Bayes, phuong phdp minimax, phuong phap bootstrap
...Céc phuong phap nay tim udc lugng diém ciing nhu cac tiéu chuén dé kiém tra cac tinh

chét t6t ciia mot ude lugng diém nam ngoai pham vi ctia bai hoc.
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BAI 12 (2 tiét)

4.3 Udc luong khoang

Phuong phap udc lugng diém néi trén c6 nhuge diém la khi kich thudc mau bé thi ude lugng
diém c6 thé sai 1éch rat nhiéu so véi gia tri ctia tham sb can ude lugng. Mt khac phuong phap
trén cing khong thé danh gia dugc kha nang mac sai 1am khi udc lugng 1a bao nhiéu. Do dé6
khi kich thudc mau bé nguoi ta thuong diung phuong phap udc luong khoang tin cay cho
truong hgp mot tham sb.

Khai niém udc lugng khoang

Gia str chua biét dic trung 0 nao d6 ctia bién ngau nhién X. Udc lugng khoang ctia 6 1a chi ra
mot khoang s6 (g1, g2) ndo d6 chira 6, tic 1a ¢6 thé ude lugng ¢ < 6 < g».

Phuong phap khoang udc lugng tin cay

Dé udc lugng tham s 6 ctia bién ngdu nhién X, tir bién ngdu nhién nay ta lap mau ngiu nhién
Wx = (X1, X, ..., Xn) c& n. Chon théng ké G(X,60) sao cho mac du chua biét gia tri cta 0,
quy luat phan phdi xac suat ctia G van hoan toan xac dinh. Do d6, vdi xac suat a kha bé ta
tim dugc P(G; < 0 < Gp) = 1 —a. Via khd bé, nén v = 1 — a kha 16n (thong thuong yéu
caul—a = v > 0,95 dé c6 thé ap dung nguyén ly xac suat 16n cho su kién (G < 0 < Gy)).
Khi d6, su kién (G; < 6 < G) hau nhu chac chan xay ra trong mot phép thir. Thyc hién mot
phép thir d6i véi mau ngdu nhién Wy ta thu duge mau cu thé Wy, = (xq, xp, ..., x), tir d6 tinh
dugc cac gia tri cia G, Gy, ky hiéu 1a g1, go. Nhu vay c6 thé két luan: véi do tin cdy 1 —a = 7y
tham s6 § nam trong khoang (g1, 92)-

(@) (G, Gz) dugc goi la khoang tin cdy cta 6 v6i do tin cady v = 1 — a.
(b) 1 —a =y duogc goi la do tin cay cta udc lugng.
() I = Gy — Gy dugc goi la do dai khoang tin cay.

Céc can Gy va G, phu thudc vao mau ngau nhién Wy = (X3, Xy, ..., X,) nén chung 1a cac

bién ngau nhién. Ta thudng mong muébn tim dugc cac khodng tin cay c6 hai tinh chat sau:
1. C6 do tin cay cao.
2. B¢ dai khoang tin cay nho, tuac la hiéu G, — G bé.

Dai khi ta chi quan tdm dén gid tri l6n nhat hay gia tri nho nhat ctia tham s6. Vi du ta xét hai

ket luan sau:
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1. Véi xéac suat 95% thi chiéu cao trung binh ctia ngudi Viét Nam nhé hon 168cm.

2. Voi xac suat 95%, chiéu cao trung binh cta sinh vién Pai hoc Bach khoa Ha Noi 16n hon
165cm.

O két luan tha nhat, véi do tin cay 95% thi chiéu cao trung binh ctia nguoi Viét Nam nam
trong khoang (0;168) va ta chi quan tam dén gia tri 1én nhat. O két luan thi hai, v6i do tin cay
95% thi chiéu cao trung binh ctia sinh vién Pai hoc Bach khoa Ha Noi thudc khoang (165; +-00)
va ta chi quan tdm dén gia tri nho nhat. Cac khoang tin cdy dang nay dugc goi 1a khoang tin
cady mot phia. Khoang tin cdy ma chi quan tdm dén can trén dugc goi 1a khoang tin cdy 16n
nhat hay khodng tin cy trai con khoang tin cdy ma chi quan tam t6i can dudi duge goi la
khoang tin cdy nhé nhat hay khoang tin cdy phai. Khoang tin cdy ma ta quan tam tdi ca hai
can (trén va dudi) dugce goi 1a khoadng tin cay hai phia (d6i khi goi la khoang tin cay dbi xing
vi cac can trén, can dudi thuong déi xitng qua udc lugng diém ctia tham so).

Duséi day la cac khoang tin cay cho ky vong hay gia tri trung binh, phuong sai va ty 1€ hay

xac suat.

4.3.1 Khoang tin cay cho ky vong

Bai toan 4.1. Gia st bién ngdu nhién X c6 ky vong E(X) = u va phuong sai V(X) = 0?2, trong
d6 E(X) = u chua biét. Bai toan dat ra la tim uéc lugng khodng cho p dua trén cac quan sét

Wy = (x1,%2,...,%n).

Tir tong thé, ta 1ap mau ngau nhién Wy = (X1, Xy, ..., X;) va xét cac truong hop sau.

Truong hop phan phéi chuin, phuong sai da biét

) - 1 i .

Giad st X ~ N (p;0?) véi 0% da biét. Khi d6 X = - Y ; X; 1a bién ngdu nhién c6 phan phoi
2

chuén vdéi ky vong E(X) = u va phuong sai V(X) = %.Do do

NG (4.30)

c6 phan phéi chuan tac V' (0;1).
Chon cap sO khong am a1, &, théa man ay + ap = &, tim cdc phan vi chuan tac Ug,, U1—g,
sao cho P(U < uy) = a1; P(U < u1_4,) = 1 — ap. Do tinh chat cda phan phéi chudn tac

Uy, = —U1_g,, SUY T

P(—up—g, < U< Uj_g,) = P, < U < tt1_y,)
=P(U<u_g,) —PU<Uy)=1—-a20—a7=1—a.
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Nhu vay,

X —
1—a= P(—u1,a1 <Uu< Lllfaz) = P( — Ul < - 'u\/ﬁ < I/ll,)(z).

Hay

— o — o
1—OC:P(X—M1_0¢2W<H<X+M1_alﬁ).

Khi ¢6 mau cu thé Wy = (x1,x,...,x,), tinh duoc gia tri cu thé x ctia X, khi d6 khoang
tin cdy cho y véi do tincady vy = 1 — « la:

_ o _ o
(x — Ml_azﬁ ; X+ ul_alﬁ> (431)

Nhu vay, véi do tin cay v = 1 — a cho trudc, c6 vo s6 khoadng tin cdy cho p vi ¢ v6 sb cap

a1, & thoa man ag + a, = a. O day ta chi xét mot s6 truong hop dac biét.

(a) Khoang tin cay hai phia (d6i xitng) (¢ = ap = a/2)

_ (0
x—ul_%\/ﬁ

7

X+ ul_%

)

(4.32)

trong do u; g dugc tra tu bang gia tri ham phan phéi chuan tac (Phu luc 3) tir hé thic

Py _o)=1— % (4.33)
hodc tra tir bang gida tri ham Laplace (Phu luc 2) tir hé thuc
Pln_g) =" (434)
(b) Khoang tin cay trai (1 = a, ap = 0):
(~ 5 wrua ) (4.35
Vn
trong d6 u;_, dugc tra tir bang gia tri ham phan phéi chudn tac (Phu luc 3) tir hé thuc
P(up_y)=1—al (4.36)
hodc tra tir bang gia tri ham Laplace (Phu luc 2) tir hé thuc
Pt _y) = —zza - (4.37)
(c) Khoang tin cdy phai (x1 =0, ap = a):
(z _ ul_“% ; +oo) (4.38)
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Vi du 4.15. Trong lugng ctia mot loai sdn pham 1a bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi

chuén vdi do 1éch tiéu chuén 1a 6 gam. Can thit 36 san pham loai nay ta thu dugc két qua sau:

177 165 152 174 159 166 160 152 162 175 158 169
166 162 181 168 170 150 173 164 167 177 167 175
165 182 166 158 166 170 168 165 160 160 169 166

1. V&i do tin cay 1 — a = 95%, hay tim khoang tin cdy d6i xtiing ctia trong lugng trung binh

cta loai san pham nai trén.

2. C6 thé khang dinh trong luong trung binh ctia san pham it nhat la bao nhiéu vé6i do tin
cay 99%.

3. Voi do tin cdy 99% hay tim khoang tin cdy cho trong lugng trung binh ctia san pham.

Loi gidi Vidu Goi X 1a trong lugng san phdm, X ~ N (y, 0?) véi o = 6. Trong lugng trung
binh ctia sdn pham 1a E(X) = u chua biét can udc lugng.

1. Pay la bai toan udc lugng bang khoang tin cay ddi xiing cho ky vong E(X) = y ctia téng
thé c6 phan phoi chudn khi da biét phuong sai vdi o = 6.
e Chon théng ké U = %ﬁ Thong ké U ~ N(0;1).

* Voia = 0,05 ®(u;_g) = P(ugors) = 0,975, tra bang gia tri ham phan phdi chuan
tac nhan duoc ug 975 = 1, 96.

e Tir sb liéu da cho ta c6 cd mau n = 36, trung binh mau x = 166,22 (gam), suy ra
khoang tin cdy 95% cho trong lugng trung binh la

o 6 6
X—up_g—= X+ Uuj_a——= | = (166,22 — 1,96 x —— 166,22—|—1,96><—)
( : f : ﬁ) ( V36 V36
hay (164,26 < u < 168,18).

* Vay vdi do tin cay 95%, trong luong trung binh ctia loai san phdm noi trén tir 164,26
gam dén 168,18 gam.

2. VGi do tin cay v = 99% suy ra « = 0,01, ®(u1_,) = P(upg9) = 0,99, tra bang gia tri
ham phan phdi chuan tac nhan duoc up99 = 2,33 (xem Hinh . Gia tri bé nhat cho
trong lugng trung binh la

T up L — 166,22 —2,33—2 — 163,89,

Vn ’ V36

Tic 1a v6i xac sudt 99% ta c6 thé khang dinh trong lugng trung binh ctia sén phdm 16n
hon 163,89 gam.
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Hinh 4.4: Gia tri cta u;_, v6i d6 tin cay 99%

3. Ta co Up_g = 2,58 (xem Hinh nén khoang tin cay cho trong lugng trung binh ctia
san pham vai do tin cay 99% la
6 6
= (166,22 — 2,58 x —— 166,22 + 2,58 x —) = (163,64 ; 168,80).

V36 V36

Nhu vay, trén cing mot mau néu dé tin cay cang 16n thi d6 dai ctia khoang tin cdy cang

16n.

005 o2 = 005

-2.58 0 258

Hinh 4.5: Gia tri cua uq_a

s vOi do tin cay 99%

Chiy4.3. 1. Chu y rang khong thé viét P(164,26 < u < 168,18) = 0,95 vi do tin cay
gan v6i khoang tin cdy ngdu nhién chit khong gan véi mau cu thé. Hon nira vi u la
mot hf?mg s6 nén no6 chi c6 thé thudc hodc khong thudc khoang (164,26; 168,18) nén
(164,26 < u < 168,18) khong phai la sy kién ngau nhién.

2. Ta c6 thé xac dinh up_s =1,9 0y Vidu{4.15(1) tir bang gia tri ham Laplace (Phu luc 2)
1—«a

2
Trong phan tiép theo ta chi dua ra cong thirc ap dung.

tir hé thic ¢(u1_y) =

Truong hop phan phoi chuan, phuong sai chua biét

Trong nhiéu bai toan thuc té ta khong biét phuong sai ctia tong thé. Véi gia thiét dit liéu tuan
theo phan phéi chuan thi ngudi ta da chitng minh dugc rang thong ké

T = ?\/E (4.39)
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c6 phan phéi Student véi n — 1 bac tu do, T ~ t(n — 1). Bang phuong phap tuong tu nhu da
trinh bay & trén, ta c6 thé tim dugc cac khoang tin cdy cho ky vong E(X) = u védi do tin cay
y=1—ua.

(a) Khoang tin cay hai phia (d6i xing)

(x—tg”‘”i ; x+t§”‘1>i) (4.40)

(b) Khoang tin cay trai

( —oo ;T4 tg";”i) (4.41)
n
(c) Khoang tin cdy phai
_ 1) S
trong do tgn:ﬁl), tg”_al) duoc tra tir bAng phan phéi Student véi n — 1 bac ty do (Phu luc
2
4).

Vi du 4.16. D€ kiém tra sy chinh xéc ctia hé thong dong géi tu dong cac bao gao khi xuét
khau tai mot nha mady, nguoi ta da chon ngau nhién 16 bao va tinh dugc trong lugng trung
binh 1a 49,75 kg va do léch tiéu chudn hiéu chinh mau 1a 0,5 kg. Gid thiét rang trong lugng

ctia nhitng bao gao c¢6 phan phéi chuén.
1. Tim khoang tin cay cho trong lugng trung binh ctia bao gao véi do tin cay 95%.
2. V6i do tin cay 95% c6 thé khang dinh trong lugng trung binh ctia bao gao cao nhét la

bao nhiéu? Dya trén két qua thu dugc c6 thé khang dinh vé trung binh cac bao gao da
bi déng thiéu hay khong néu biét rang trong lugng chuan méi bao la 50 kg.

Loi gidi Vi du Goi X 1a trong lugng cac bao gao dugc déng goi tu dong, X ~ N (u,0?).

Trong lugng trung binh 1a E(X) = u chua biét, can udc luong.

1. Day la bai toan udc lugng bang khoang tin cdy ddi xing cho ky vong E(X) = u cta téng
thé c6 phan phéi chuan khi chua biét phuong sai.
. X — ) .
* Chonthongke T = Ty\/ﬁ Théng ké T ¢6 phan phéi Student, T ~ t(*=1),
* V6i d6 tin cay 9% suy ra a = 0,05, £\",") = t{/5) = 2,13, tra bang phan phéi
Student (Phu luc 4).
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e Tacon =16,x =49,75,s = 0,5, suy ra khoang tin cay 95% cho trong luong trung

binh la
_ ne1) S 0,5 0,5 )
—t — =(49,75—-2,13 x 49,754 2,13 x ——
(7 Vi reo) = Vie TR e

hay (49,48 < u < 50,02).

e Vay véi do tin cay 95%, ta c6 thé khang dinh trong lugng trung binh ctia cac bao
gao noi trén tir 49,48 kg dén 50,02 kg.

2. Day la bai toan udc lugng bang khoang tin cdy mot phia cho ky vong E(X) = u ctia tong
thé c6 phan phdi chuan khi chua biét phuong sai.

* V6i do tin cay 95% suy ra tg

luc 4).

D= t(()?955) = 1,75, tra bang phan phbi Student (Phu

n—
—

» Khodang tin cay 16n nhat cho lugng trung binh la

_ 0,5
0; %+ "V ) = (0;49,75+ 1,752 ) = (0;49,97).
( X+ 1—« \/E> ( + m) ( )
* Vi do tin cay 95% gia tri 16n nhat cho trong lugng trung binh cta cac bao gao la

49,97 kg.
Ta c6 thé khang dinh vé trung binh cac bao gao da bi déng thiéu.

Truong hop mau co 16n (n > 30)

Khi mau cd 7 16n, trung binh mau ngau nhién X c6 phan phéi xap xi phan phbi chuan véi

trung binh u va phuong sai 02/n do d6 théng ké

U= y\/%wv(o,l) (4.43)

Ciing do 1 16n nén ta c6 thé xap xi ¢ (chua biét) bdi S do d6 thong ké

U= ?\/ﬁw\/(o&) (4.44)

Trong thuc hanh cho phép van dung véi n > 30.
Cac lap luan nhu da trinh bay & trén, cac khoang tin cay cho y la:

(a) Khoang tin cay hai phia (d6i xing)

_ S _ s
(x—ulg\/ﬁ ; x+”15\/ﬁ> (4.45)
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(b) Khoang tin cay trai

( Cewo ;x4 ul_a%) (4.46)
(c) Khoang tin cay phai

_ s

(x — ul*“ﬁ ; +oo) (4.47)

Vi du 4.17. Dé udc lugng trong luong trung binh cua loai trai cdy A tai mot viing, nguoi ta

thu hoach ngiu nhién 100 trdi cAy A ctia ving d6 va thu dugc két qua sau

Trong luong (gam) | 40-42 | 42-44 | 44-46 | 46-48 | 48-50 | 50-52
S6 trai 7 13 25 35 15 5

Hay udc lugng trong luong trung binh ctia loai trdi cdy A trong viing bang khoang tin cay déi
xting véi do tin cdy 95%. Cho biét trong lugng loai trai cdy A la bién ngdu nhién tuan theo

luat phan phéi chuan.

Loi gigi Vi du Goi X la trong lugng loai trai cay A, X ~ N (i, a?). Trong luong trung binh
ctia loai trai cdy A 1a E(X) = u chua biét, can udc lugng. Day 1a bai toan udc lugng khoang
ctia ky vong ctia bién ngau nhién phan phdi chuan truong hgp chua biét phuong sai, mau c&
n =100 > 30.

* Chon théng ké U = %ﬁ Vin =100 > 30 nén thong ké U ~ N(0,1).

s
N
a = 0,05, u_s = ugg75 = 1,96 dugc tra tir bang gid tri ham phan phdi chuan tac (Phu
luc 3).

* Khoang tin cdy d6i xtiing cho E(X) = u la (E - ul_g% ;XU g ) trong do, voi
n

e Tu s6 liéu da cho tinh dugc n = 100, ¥ = 46,06, s = 2,48. Suy ra khoang tin cay dbi

2,48 2,48
xtng ctia j 1a (46, 06— 1,96 x -~ ; 46,06 +1,9 x \/Too) hay (45,573 ; 46,546).

* Vay vo6i do6 tin cay 95%, trong lugng trung binh cua loai trai cay A & vung trén tir 45,573

gam dén 46,546 gam.

4.3.2 Khoang tin cay cho phuong sai (doc thém)

Bai toan 4.2. Gia st X 1a bién ngiu nhién c6 phan phéi chudn, X ~ N (u;0?), véi phuong
sai V(X) = 0?2 chua biét. Hay udc lugng khoang cho phuong sai 02 dua trén sb liéu quan sat

Wy = (x1,x2,...,Xn).
Lap mot mau ngau nhién Wy = (Xq, Xy, ..., X,,) kich thude n va xét cac truong hop sau.
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Truong hop ky vong chua biét

Nguoi ta da chiimg minh dugce rang thong ké

. 2
X2 = % (4.48)

1a bién ngau nhién c6 phan phoéi khi binh phuong véi (n — 1) bac tu do, x*(n — 1).
Chon cdp s6 khong am aq, ap théa man ay + ap = a, tim cac phan vi P(x? < X%n—l,rxl)) = nq;

P(x* < X%n—l,l—az)) =1—wap. Tw d6 suy ra

2 2 2 2
P(X(nl,m) <A< X(nle)) = P<X(n1,a1) <

hay tuong duong voi

-1 2 -1 2
P((Zn—)s<az< (112—)5) =1—a.
X(n—l,l—zxz) X(ﬂ—llﬂél)

Khi c6 mau cu thé Wy = (x1,x,...,xy), tinh dugc gia tri cu thé s? ctia S?, khi d6 khoang

tin cay cho o voi do tin cayy=1—ala:

(n—1)s? (n—1)s?
( 5 ; 5 (4.49)
X(Tl—l,l—t){z) X(n—l,al)
Ta xét mot s6 truong hgp cu thé cua [@.49).
(a) Khoang tin cay hai phia (x; = ap = a/2)
_ 2 _ 2
( gn 1)s ; (121 1)s ) (4.50)
Xn-1,1-a/2) Xn-1,0/2)
(b) Khoang tin cdy trai («v; = a, ap = 0):
n—1)s?
<0 ; (2—)> (4.51)
X(n—l,fx)
(c) Khoang tin cdy phai (x; =0, ap = w):
—1)s2
(f—)s ; +oo> (452)
X(nfl,lfnc)
Chuy44. 1. Giatri X%n—l,l—tx/Z)’ )(%n_m/z), X%n—l,fx) va x%n_m_a) dugc tra tir bang phan

phé)i khi binh phuong v6i n — 1 bac tu do (Phu luc 6).

2. LAy cén bac hai cac can trong cac khodng tin cdy cho phuong sai ta sé thu duoc cac

khoang tin cay cho cac do léch chuan.
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Truong hop ky vong da biét

Néu ky vong E(X) = o da biét, ngudi ta da chitng minh dugc rang thong ké

2
=" <)§2_ yo) (4.53)

1a bién ngdu nhién c6 phan phdi khi binh phuong véi n bac tu do, x?(n). Lam giéng nhu
truong hgp trén ta nhan duogc:

(a) Khoang tin cay hai phia

(Ef’_l (xi — 140)2 . i1 <xi - V0>2> (4.54)

2
X(n,l—zx/Z) X(n,tx/Z)

(b) Khoang tin cay trai

(0 ; Y (xiﬂo>2> @55

(c) Khoang tin cay phai

" 2

Y1 (xi - HO)

( 5 ; +oo> (4.56)
X(Tl,l*ﬂ()

Vi du 4.18. Trong lugng ctia mot loai san pham tuan theo luat phan phdi chuén. Can thtt ting

san phdm ctia mot mau ngau nhién gom 25 don vi, ta nhan dugc két qua sau:

Trong luong san phdm (gam) | 29,3 | 29,7 | 30 | 30,5 | 30,75
8 g P &
S6 san pham 4 | 5 | 8|5 3

V6i do tin cay 95% hay tim khoang tin cdy cho phuong sai ctia trong lugng san pham trong
hai truong hop

1. Pa biét ky vong E(X) = 30.
2. Khoéng biét ky vong.

Loi gidi Vidu Goi X 1a trong lugng san phdm, X ~ N (u, 0?). Phuong sai ctia trong lugng
san pham 1a V(X) = o? chua biét, can uéc lugng. Day 1a bai toan udc lugng khodng cda

phuong sai ctia bién ngau nhién phan phdi chuan.
1. Trudng hop E(X) = 30 da biét.
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?:1()(1- - P‘)z
0’2

e Chon théng ké x? = . Théng ké x? c6 phan phéi khi binh phuong
voi n bac tu do.
* V6i do tin cay 95% suy ra a = 0,05, tra bang phan phoi khi binh phuong (Phu luc
2 — 2 _ 2 _ 2 _
5) Xing—as2) = X250075) = 40,65 X(0/2) = X(250,005) = 13/12.
e Tirs6 liéu da cho tinh dugc n = 25, Y2, n;(x; — 30)? = 5,13. Suy ra khoang tin cay

can tim la

(Z?—l(xi — o) | Lig(xi— Vo)z) _ (5, 13 5, 13)

2 ’ 2 ;
X(n1-a/2) X(nu/2) 40,65 " 13,12

hay (0,1262 < 02 < 0,3910).

* Vay vdi do tin cay 95%, phuong sai cda trong lugng san pham tur 0,1262 dén 0,3910.

2. Truong hop ky vong chua biét ta st dung théng keé

2 (”—1)52 2

K=" Y Xy

Tra bAng phan phbi khi binh phuong vé6i do tin cy 95% va bac tu do n — 1 = 24 ta dugc

2 2 _ 2 ) .
Tinhx = - 21 p nix; = 30,012, (n — 1)s% = Y2 mi(x; — 30,012)* = 5,1264.

Vay khoang tin cdy can tim la

( (i —%)% X (v x)2> B (5,1264_ 5,1264)
2 4 2 - 7
X(Tlfl,lftx/Z) X(”*l,a/Z) 39, 36 12, 40

hay (0,1302 < ¢? < 0,4134).

Vay véi do tin cay 95% phuong sai 02 16n hon 0,1302 va nho hon 0,4134 hay do léch
chuan ¢ nam tir 0,3608 gam dén 0,6430 gam.

4.3.3 Khoang tin cy cho xac suat

Bai toan 4.3. Ta xét mot tong thé ma mdi ca thé hodc c6 tinh chat A hodc khong c6 tinh chat
A nao dé. Goi p 1a ty 1é ca thé c6 tinh chat A trong tong thé. Thong thuong p chua biét. Dya
trén mot mau dugc chon ngau nhién, hay tim khoang tin cdy cho p v6i dd tincdy v = 1 —«a
cho trude.

Ta thuc hién n phép thir doc 1ap, cung diéu kién. Goi m 1a 0 ca thé c6 tinh chat A trong
n ca thé dugc chon. Khi d6 m la bién ngau nhién c6 phan phdi nh1 thic B(n; p). Khi n 16n thi

m c6 phan phéi xap xi phan phéi chuan va do d6 tan suat f = — cung c6 phan phoi xap xi

phéan phoi chuéan véi trung binh E(f) = p va phuong sai V(f) = @ Xap xi nay "tot"
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néu np > 5van(l—p) > 5. Tuy nhién vi p chua biét nén phuong sai V(f) chua biét. Do f
2 A 2 A N 1 -

la udc lugng diém tot cho p nén phuong sai V(f) c6 thé duge xap xi bang Jw Khi dé

thong ké

__f-r
U= = Vn (4.57)

c6 phan phéi xap xi phan phdi chudn tac N(0;1). Tir d6 ta tim dugc cac khoang tin cay cho p

khi c6 mau cu thé la:

(a) Khoang tin cay hai phia (d6i xitng)

(f—ul_g\/@ ; f—i—ul_%/@) (4.58)

(O ;o fHuig @) (4.59)

(b) Khoang tin cay trai

(c) Khoang tin cdy phai

(f — Ul 4 fa-f) ; 1) (4.60)

n

Chu y 4.5. Vi p chua biét nén ta khong kiém tra duge diéu kién np > 5van(1—p) > 5. Trong
thuc hanh ta dung cac diéu kién nf > 5van(l — f) > 5.

Vi du 4.19. Diéu tra nhu cau tiéu dung loai hang A trong 100 ho gia dinh & khu dan cu B thay
60 ho gia dinh c6 nhu cau loai hang trén. V&i do tin cay 1 — a = 95% hay tim khoang tin cay
dbi xing ctia ty 1& ho gia dinh c6 nhu cau loai hang dé. Gia thich két qua thu dugc.

Loi gidi Vi du[4.19/Goi p 1a ty 1¢ ho gia dinh & khu déan cu B c6 nhu cAu mét hang A. Kiém tra
diéu kién nf = 100 x 0,6 = 60 > 5va n(1 — f) = 100 x 0,4 = 40 > 5. Day la bai toan udc
lugng khoang cta ty 1é truong hgp mau ¢ n du 1on.

e Thong ké U = f;p\/ﬁ c6 phan phdi xap xi phan phdi chudn tac M (0;1).

VI=f)

e Khoang tin cay dbi xine ctia xac suat v 1a
1y

(f—“1—g M;f+”1—g M)

n n

trong d6 1y s = ug 975 = 1,96 dugc tra ti bang gia tri ham phan phéi chudn tac.
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e V6in =100,m =60, f = m_ 0,6, suy ra khoang tin cdy can tim la
7 y g y

0,6 x0,4 0,6 x0,4
— _— — _— = 4' .
<o,6 1,961/ oo 06—1,96y =0 ) (0,504 ; 0,696)

* Vay ty 1é ho gia dinh & khu dan cu B c6 nhu cau loai hang A 1a tir 50,4% dén 69,6% vdi
do tin cay 95%.

Vi moi gia tri trong khoang tin cdy nay déu nhé hon 70% nén ta ciing c6 thé khang dinh rang
c6 it hon 70% ho gia dinh c6 nhu cau mat hang A.
4.3.4 Xac dinh kich thuéc mau

Bai toan 4.4. Gia st 6 1a mot tham s6 ctia tong thé va G = G, (X1, Xa, . .., X;;) la mot uée luong
cho 0 dua trén mau ngdu nhién Wy = (X3, Xa, ..., Xy) ¢6 kich thude n. Cho trudc sb e > 0 va

v € (0;1). Ta néi rang G, c6 do chinh xac (hay sai s6) € v6i do tin cdy 7 néu

P(\@—Gn| S€> > (@.61)

Néu kich thudc mau n cang 16n thi d¢ chinh xdc clia udc lugng cang cao, sai s6 cang nho.
Tuy nhién kich thudc mau cang 16n thi nha nghién cttu cang tén nhiéu thdai gian, tién bac va
cong stic cho viéc thu thap dit liéu. Bai todn dat ra 1a can chon kich thudc mau tbi thiéu la bao
nhiéu dé du dat duge do chinh xdc mong muon.

Ta xét cac truong hop sau day.

(a) Truong hop udc lugng cho gia tri trung binh

Gia st v6i do tin cdy <y cho trudc, ta mudn c6 wdc lugng cho gia tri trung binh u vdi sai s6

khong qua e. Trong trudng hop X c6 phan phéi chuan va phuong sai ¢ da biét thi

P(If —ul < ul_an%) =5 (4.62)

& day a = 1 — . Do d6 néu n thda man
o
ul—lx/Zﬁ <€

hay tuong duong véi

S O (1ap)® (4.63)

thi
_ _ o
P<|x—u| < ) > P(|x—u| < Mla/zﬁ) —
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Ta sé chon kich thuéc mau 7 1a s6 nguyén duong bé nhat théa man diéu kién thi sé dat
duoc do chinh xac (hay sai s6) voi do tin cdy v mong mubn.

Tuy nhién cong thuc trén chi ap dung duoc khi o da biét. Trong truong hgp X c6 phan
phdi chudn va phuong sai chua biét thi

Pll—pu| <t™D_ S ) — o
(F-n < h=) =
Do dé néu n thda man
(n-1) S
tl—zx/2\/ﬁgg

hay tuong duong véi

n>_—1ow/2 (4.64)

thi ta sé co

P(W—#ISs) > 1.

Ta khong thé tim 7 thda man (@.64) vica s va tgn__al/)z déu phu thudc vao n. Tuy nhién, nhin vao

bang phan phdi Student ta thay khi s bac ty do 16n thi cac phan vi ctia phan phdi Student
(n—1)

t

1_a/2 Va cac phan vi cua phan phéi chudn tac u1_, /5 gn nhu nhau, vi vay ta c6 thé chon n

thoa man

2 2
n> % (4.65)

Nhu vay, néu tim duge ude lugng cho s thi ta sé tim dugc n tit bat dang thic nay. Nguoi ta
thuong 1ay mot mau so bo cd mau n dd 1on (n > 30) dé tinh s r6i sau d6 tim n tir bat dang

thitc (4.65).

Vi du 4.20. Ta mudn xdy dung mot udc lugng véi do tin cay 95% va do chinh xac 2 dam cho
van toc trung binh cda 6 t6 trén dudng cao toc. Mot mau diéu tra so bo véi cd mau 50 cho ta
s = 9 ddm. Hoéi can lay mau ¢4 tdi thiéu 1a bao nhiéu dé dat dugce do chinh xac va dé tin cay
da dat ra.

Loi gigi Vidu Ta c6e=2,5=9,7=95%nén u_,/, = 1,96. Tir bat dang thurc (.65) ta c6

e 9(1,9)
= &2 - 22

=77,79.

Nghia la ta phai lay ¢ mau it nhat 1a 78. Tuy nhién vi ta da c6 mau so bd vdi cd 50, nén thuc

ra ta chi can b6 sung thém 28 quan sat nira.

Chiiy4.6. 1. Viéc 1y mau so bd dé tim s 1a hop ly vi ta biét rang s 1a ude lugng vimng cho
o, nghia 1a s hoi tu dén o khi n — oo, do d6 khi 7 16n thi cac gid tri cia s kha "6n dinh"

va "gan" 0.
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2. Trong vi du trén, phuong sai cta tong thé dir liéu duogc udc lugng thong qua do phan
tan ctia mau so bd. Ta ciing c6 thé udc lugng phuong sai clia tong thé di liéu theo nhing
cach khac.

Vi du 4.21. Ta mudn udc lugng s6 ndm di hoc ctia nhitng ngudi trudng thanh trong mot ving

vdi do tin cay 95% va do chinh xac khong qua 1 ndm thi can 1dy mau tdi thiéu 1a bao nhiéu?

Loi gidi Vi du[t.21|Tacd e = 1,y = 95% nén uy_,;» = 1,96. D udc lugng phuong sai ctia téng
thé dit liéu, ta nhan thay rang s6 ndm hoc dao dong tir ) dén 18. Néu phan phdi ctia s6 ndm
di hoc 1a phan phéi chuén thi hau hét cac gia tri quan séat sé thudc khoang (u — 30; i + 30).
Khoang nay c6 d¢ dai 60 do do ta dung udc lugng 60 = 18 hay o = 3. Tir d6 ta tim dugc

3%(1,96)%

n> 12 = 35.

Ta ciing c6 thé doan rang s6 ndm hoc khong thé qua 24 va do d6 do léch tiéu chuan o khong
thé qua 4 dé c6 udc lugng tho vé o tir d6 tim n.

(b) Truong hgp udc lugng cho ty 1é

Ta xét mot tong thé ma mai ca thé hodc c6 tinh chat A hodc khong cé tinh chat A nao d6. Goi
p1a ty 1é ca thé c6 tinh chat A trong tong thé. Thong thudng p chua biét. Gia stt trén mot mau

X oA ~ s s ~ s 47 A . s A A m 2 A A . A ? A
ngau nhién co n ¢6 m ca thé co tinh chat A. Khi dé tan suat f, = — c6 phan phoi xap xi phan
n

phdi chuén véi trung binh l1a p va phuong sai @ Do do

P(| fo—pl < ula/z%) —y (4.66)

& day a = 1 — v. Do d6 néu n théa man
1—
ulzx/Zp(Tp) <e

hay tuong duong véi

- (11-a2)*p(1 = p) (4.67)

P(|fn—l9| §8> > .

Nhu vay ta can lay n la s6 nguyén duong nhé nhat thda man (4.67).
Tuy nhién, vi gid tri cda p chua biét, nén vé phai ctia (£.67) chua xac dinh. C6 hai cach dé
khac phuc tinh trang nay.
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1. Céch thir nhét la 1day mot mau so bo kich thudc k dé thu duge tan suat f; va lay fi lam
uéc lugng ban dau cho p. Khi d6 bat dang thiic trd thanh

27 (1 _
n> (ultx/Z)e;k(l fk) (468)

vdi diéu kién
kfe >5 va k(1—f)>5 (4.69)

Ta sé lay 1 la s6 nguyén duong nho nhat théa man va (4.69).

2. Céch thi hai, str dung bét dang thirc Cauchy p(1 — p) < 411 ta nhan dugc

p(l B p) < Ul—n/2

Uy .
1-a/2 n — 2yn

Neu ta chon n thoéa man dieu kién

2
N (470)
thi 7 thoéa man diéu kién (.67). Vay ta sé liy n 1a s6 nguyén duong nhé nhat thdéa man

(4.70).

Vi du 4.22. Mot ky su mudn ude lugng ty 1é san phdm loai A cia mot nha may véi do tin cay
90% va sai s6 khong qué 0,02. Hoi ki su d6 phai 1y mot mau ¢6 n bang bao nhiéu?

Loi gidi Vi du[4.22]
1. Néu lam theo cach thit nhét, trude hét nguoi ky su lay mot mau cd n = 1000 sdn phdm

kiém tra thdy c6 640 san pham loai A. Khoadng tin cdy ctia ty 1é sin pham loai A ctia nha

may dya trén mau diéu tra nay la

f—ui oc/Z\/ s f - a/z\/f(l_f)

0,64(1 — 0, 64) 0,64(1 — 0, 64)
0,64 — 1,645 0,64 + 1,645
= ( \/ 1000 * \/ w000 )

= (0,64—,25; 0,64 +0,25).

Sai 56 ctia udc lugng 1a 0,25 16n hon 0,02. Vay can lay mau 16n hon nita. C6 mau n phai
théa man (4.68), tuc la

S (1,645)%(0,64)(0,36)

n> 0,027 = 1558, 67.

Vay n = 1559.
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2. Néu st dung cach thit hai thi phai chon n théa man [@.70), tuc la

(1,645)?

Do dén = 1692.

Vi du 4.23. Mot cudc tham do du luan tai thanh ph6 A duogc tién hanh dé hoi xem ¢6 nén
thuc hién mot du an quan trong véi kinh phi 16n trong thanh ph6 hay khong. Ty 1é nguoi ung
ho viéc thuc hién dy an trén mau tham do cho ta udc lugng ty 1€ ngudi ung ho viéc thuc hién
dy an trén toan bo sb dan ctia thanh phd. Néu udc lugng ty 18 nay véi do tin cay 95% va sai s6

khong qua 0,03 thi phai lay cd mau bao nhiéu?
Loi gidi Vi du Néu st dung cach thit hai, ta phai chon # thda man (4.70) hay

(1,96)?

VO 067,111,
"= 14)(0,03)2

Do d6 n = 1068. Biéu thu vi nhat trong tinh toan trén la co mau tdi thiéu n chi phu thudc
vao do6 chinh xac va dé tin cdy ma ta mong mudn, chit khong phu thudc vao téng sb dan trén
thanh phé. Néu hoi y kién 1068 ngudi, thi ta dat duge do tin cay 1a 95% va do chinh xac 0,03
ma khong phu thudc vao tong s6 dan trén thanh pho 1a 5 triéu, 1a 50 triéu hay 500 triéu!

Chiy4.7. 1. Caikho khan & day 1a khong phai thu thap y kién ctia cang nhiéu nguoi cang
t6t. Van dé 16n 1a phai ddm bao day la mau ngau nhién. Chang han néu thuc hién y kién

qua mang;:

 GUi email dén n dia chi ngdu nhién. Gia st trudng hop tot nhat, ca n ngudi déu tra
16i. Van dé la khong phai ai ciing dung email.

* Ngay ca truong hop tat cd moi ngudi déu dung email, thi khong phai ai ciing tra
16i. Quyét dinh tra 13i va cau tra 13i cling lién quan dén nhau. Néu xe hoi ctia ban
chay tdt, it khi ban tra 16i nhitng cau hoéi lién quan dén chét lugng ctia hang; nhung
néu c6 tryc trc thi khd nang nay rat cao. Néu ta thiy 30% khach trén mang than

thd vé chat lugng ctia xe cling khong néi 1én 1a 30% s6 ngudi mua xe gap van de.
2. Néu p kha gan 0,5 thi sy khac nhau gitra s6 n tim dugc theo hai cach sé khong nhiéu

lam. Nhung néu 1 kha gan 0 hodc 1 thi su khac biét sé rat 1on. Do d6, néu cdm théy ty 1é
p 1at bé hodc rat 16n thi nén dung cach thi nhét.

Hudéng dan sit dung phan mém thong ké R

R la phan mém thong ké mién phi, dugc phét trién tai phong thi nghiém AT&T bdi Rick
Becker, John Chambers va cac cong su. Phién ban dau tién ctia R duoc viét vao nam 1976.
Tham khao tai}

ZNguyén Van Tuan (2015). Phan tich di liéu v6i R. NXB téng hop thanh phé H6 Chi Minh.
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1. D€ tim khoang tin cay cho gia tri trung binh trong truong hop dit liéu c6 phan phbi
chuén va phuong sai chua biét don gian nhét la ta dung ham t.test().

2. Dé tim khoang tin cdy cho gia tri trung binh trong trudong hop di liéu c6 phan phdi
chuén va phuong sai da biét ta dung ham z.test().

3. D€ tim khoang tin cay cho ty 1é ta dung ham prop.test().
Ddi v6i cac khoang tin cdy mot phia ta dat gia tri "less”, "greater” cho tham sb alternative (gia

tri mac dinh ctia tham s6 nay la "two.sided").

Bai tap Chuongl4

Udc lugng khoang cho ky vong

Bai tap 4.1. Xac suat dé mot sinh vién Dai hoc Bach khoa Ha Noi thi trugt méon Gidi tich 2 1a
p. Mot mau 16n n sinh vién duge lya chon ngiu nhién va ky hiéu X 1a sb sinh vién da truot

mon Gidi tich 2 trong mau.
e . T X o
(a) Giai thich tai sao c6 thé sir dung P dé udc luong cho p?
~ N z s A 2 z A . s .o~ X N 2 X
(b) Trinh bay cach tinh xap xi xac suat su sai khac gitra L Ver nho hon 0,01? Ap dung cho
n=>500vap=0,2.

Bai tap 4.2. Tudi tho cia mot loai bong den do mot day chuyén cong nghé san xuat ra c6 do
léch chuén la 305 gid. Ngudi ta lay ngdu nhién ra 45 béng dén loai nay thay tudi tho trung
binh 1a 2150 gio. Vi do tin cay 95% hay udc lugng tudi tho trung binh ctia loai béng dén noi

trén.

Bai tap 4.3. Mot ky su cho biét trong lugng tap chat trong mot san pham tuan theo luat phan
phdi chuéan vé6i do léch chudn bang 3,8gam. Mot mau ngau nhién gdm 9 san phdm dugc tién

hanh kiém tra va thay lugng tap chat nhu sau (don vi tinh la gam):
182 13,7 159 174 21,8 16,6 123 18,8 16,2

(a) Tim khoang tin cay cho trong lugng trung binh tap chat cia san pham v6i do tin cay
99%.

(b) Khong can tinh toan, néu do tin cdy 95% thi khoang udc lugng trung binh sé rong hon,
hep hon hay bang nhu trong y (a)?
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Bai tap 4.4. Gid st chiéu dai cia mot chi tiét sdn pham 1a bién ngau nhién tuan theo luat phan
phdi chuén véi do 1éch chudn 1a 0,2m. Nguoi ta san xuat thir nghiém 35 san phadm loai nay va
tinh dugc chiéu dai trung binh 1a 25m. Véi d6 tin cay 95% hay udc lugng khoang cho chiéu
dai trung binh ctia chi tiét sdn phdm dang dugc thir nghiém.

Bai tap 4.5. Dé xac dinh trong lugng trung binh ctia cac bao gao duge dong goi bf“ang may tu
dong, nguoi ta chon ngau nhién ra 20 bao gao va thdy trung binh mau 1a 49,2kg va do léch
chuan mau hiéu chinh la 1,8kg. Biét rang trong lugng cac bao gao xap xi phan phéi chuan.

Hay tim khoang tin cay cho trong lugng trung binh ctia mét bao gao voi dé tin cay 99%.

Bai tap 4.6. Thoi gian dgi phuc vu tai mot cira hang an nhanh 1a bién ngdu nhién x4p xi phan
phéi chuén. Nguoi ta khao sat 16 ngudi thi thay thoi gian doi trung binh 1a 4 phut va do léch
chudn mau hiéu chinh 1a 1,8 phtt. Véi d6 tin cay 99% hay tim khoang tin cdy cho thdi gian
cho doi trung binh ctia mot khach hang tai ctra hang an nhanh nay.

Bai tap 4.7. Mot mau ngau nhién gom 16 thiing hang dugc chon ra tir tit ca cac thung hang
dugc san xuat bdi nha may trong mot thang. Trong lugng cta 16 thing hang lan lugt nhu sau
(don vi tinh 1a kg):

186 184 192 198 194 195 189 194
19,7 20,1 20,2 20,1 186 184 19,2 19,8

Tim khoang tin cdy cho trong lugng trung binh téng thé ctia tit cd cac thiing hang ctia nha
mdy v6i do tin cdy 95%, biét rang trong lugng thiing hang dugc chon ngau nhién 1a bién ngiu
nhién tuan theo luat phan phdi chuan.

Bai tap 4.8. D€ dinh muc thoi gian gia cong mot chi tiét may, ngudi ta theo doi ngdu nhién

qua trinh gia cong 35 chi tiét may va thu duoc s6 liéu:

Thai gian (phut) | 16-17 | 17-18 | 18-19 | 19-20 | 20-21 | 21-22
S chi tiét may 3 4 10 9 5 4

Gia st thoi gian gia cong chi tiét may 1a bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi chuan. Véi
do tin cay 95% hay udc lugng khoang tin cay cho thdi gian gia cong trung binh mot chi tiét

may noi trén.

Bai tap 4.9. Do ap luc X (tinh bang kg/cm?) ctia 18 thung chira ta dugc bang két qua sau:

Ap luc (kg/cm?) | 19,6 | 19,5 | 19,9 | 20,0 | 19,8 | 20,5 | 21,0 | 185 | 19,7
Sothing | 1 | 2 | 2 [ 4 | 2 [ 3 ] 2| 1]1

Véi do tin cdy 99% hay tim khoang udc lugng dbi xing ctia ap lyc trung binh cta cac thung

trén. Biét rang 4p luc 1a bién ngdu nhién tuan theo luat phan phéi chuan.
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Bai tap 4.10. Mot bai bao trong Nuclear Engineering International (thang 2 nam 1988, trang
33) m6 td mot s6 dac diém ctia cac thanh nhién liéu dugc st dung trong mét 10 phan tng hat
nhdan ctia moét cong ty dién luc & Na Uy. Nguoi ta do ty 1€ lam giau ctuia 12 thanh va c6 dugc

dwr liéu sau:
294 3,00 290 290 2,75 295 2,75 3,00 295 2,82 281 3,05

Gia st ty 1é 1am giau ctia cac thanh nhién liéu tuan theo luat phan phdi chuan. Hay udc lugng

khoang cho ty 1€ lam giau trung binh cta cac thanh nhién liéu véi do tin cay 95%.

Bai tap 4.11. Trong lugng nhitng vién gach trong mot qua trinh sdn xuét gach dugc gia st la
tuan theo luat phan phdi chudn. Mot mau ngau nhién gdom 25 vién gach vira san xuat ra trong

ngay c6 trong lugng trung binh 2,45 kg va do léch chudn mau hiéu chinh 1a 0,15 kg.

(a) Tim khoang tin cdy cta trong lugng trung binh ctia tit ca cac vién gach trong ngay vdi
do tin cay 99%.

(b) Khong can tinh todn, voi do tin cay 95% thi khodng tin cdy trung binh sé rong hon, hep
hon hay bang véi két qua ¥ (a)?

(c) Mot mau ngau nhién g6m 20 vién gach sé duoc chon ra trong ngay mai. Khong can tinh
toan, vdi do tin cay 99% thi khoang tin cdy cho trong lugng trung binh ctia tat ca cac

vién gach san xuét ra trong ngay mai sé rong hon, hep hon hay bang nhu trong v (a)?

(d) Su that réng, do léch chudn mau cta cac vién gach san xuat trong ngay mai la 0,10kg.
Khong can tinh toan, véi do tin cay 99% thi khoang tin cay cho trong lugng trung binh
clia tat ca cac vién gach san xuat ra trong ngay mai sé rong hon, hep hon hay bang nhu

trong y (a)?

Bai tap 4.12. Mot trudng dai hoc 16n dang quan tam veé lugng thoi gian sinh vién tu nghién
cttu mdi tuan. Ngudi ta tién hanh khao sat mot mau ngdu nhién gom 16 sinh vién, dit liéu cho
thay thoi gian nghién ctru trung binh ctia mot sinh vién 1a 15,26 gig/tuan va do léch chuan
hiéu chinh la 6,43 gio. Gia st thoi gian nghién ctru cda sinh vién cda truong dai hoc trén la

tuan theo luat phan phéi chuan.

(a) Tim khoang tin cay cho lugng thoi gian tu nghién ctitu trung binh méi tuan cho tat ca

sinh vién truong dai hoc nay voi do tin cay 95%.

(b) Khong can tinh toan, khodng tin cdy ctia trung binh tng thé khi uéc luong sé rong hon
hay hep hon véi ba diéu kién sau:

b1l. Mau gom 30 sinh vién duoc chon ra, véi tat ca cac diéu kién khac gibng nhu y (a)?

b2. Do 1éch chudn mau la 4,15 gio, tat ca cac diéu kién khac gidng nhu y (a)?
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b3. Do tin cay 99%, tat ca cac diéu kién khac giéng nhu y (a)?

Bai tap 4.13. Mot ky su nghién ctru vé cudng do nén ctia bé tong dang duge thit nghiém. Anh

ta tién hanh kiém tra 12 mau vat va c6 dugc cac di liéu sau day:
2216 2234 2225 2301 2278 2255 2249 2204 2286 2263 2275 2295
Gia st cuong do nén cda bé tong dang thir nghiém tuan theo luat phan phéi chuén.

(a) Hay udc lugng khoang vai do tin cay 95% cho cuong do nén trung binh ctia bé tong
dang dugc thit nghiém.

(b) Hay udc luong khoang tin cdy phai cho cuong do nén trung binh ctia bé tong dang duoc
thir nghiém véi do tin cay 99%.

Bai tap 4.14. Ngudi ta chon ngau nhién ra 49 sinh vién ctia mot truong dai hoc va théy chiéu
cao trung binh mau la 163cm va d¢ léch chuan mau hiéu chinh 1a 12cm. Hay tim khoang udc

lugng véi do tin cdy 99% cho chiéu cao trung binh ctia sinh vién ctia truong dé.

Bai tap 4.15. Mot truong dai hoc tién hanh mot nghién cttu xem trung binh mot sinh vién
tiéu hét bao nhiéu tién dién thoai trong mét thang. Ho diéu tra 60 sinh vién va cho thay sb
tién trung binh mau 1a 95 nghin va d6 léch chudn mau hiéu chinh 1a 36 nghin. Hay udc lugng
khoang véi do tin cay 95% cho so tién dién thoai trung binh trong mot thang ctia moi sinh
vién.

Bai tap 4.16. Nguoi ta diéu tra 35 ngudi nghién thudc 1a duge chon ngau nhién tir s luong
ngudi nghién hit thudc 14 ciia mot thanh phd thay s6 diéu thudc hit trong 5 ngay cta ho la:

31 37 48 40 59 97 98 87 80 68 64 45

48 62 74 76 79 8 83 81 93 82 8 79
34 57 95 49 59 63 48 79 50 55 63

Hay tim khoang udc lugng cho s6 diéu thudc hut trung binh trong 5 ngay ctia nhimg ngudi
nghién thudc 14 ctia thanh phé d6 véi do tin cay 99%.

Bai tap 4.17. D€ nghién ctru ve thoi gian xem ti vi cia mot thanh nién tir 18 dén 35 tudi trong
vong mot tuan, ngudi ta tién hanh khao sat trén 40 ngudi va cho ta bang s liéu sau:

39 02 43 35 15 54 23 21 25 07 24 33 17
23 24 43 11 15 17 15 19 06 43 35 25 37
15 14 08 11 29 12 13 25 15 28 24 06 16 7

Hay tim khoang udc lugng cho thdi gian xem ti vi trung binh ctia thanh nién trong do tudi

trén trong vong mot tuan vai do tin cay 99%.

Bai tap 4.18. Dé diéu tra tién dién phai trd trong mot thang ctia mot ho dan cu & phuong A4,
ngudi ta kiém tra ngau nhién 200 ho gia dinh & phudng nay va dugc két qua sau:
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S6 tién (nghin déng) | [80,180) | [180,280) | [280,380) | [380,480) | [480,580) | [580,680) | [680,780]
S6 ho gia dinh 14 25 43 46 39 23 10

Udc lugng khoang cho s6 tién trung binh mot ho dan phai trd & phuong d6 véi do tin cay
95%.

Bai tap 4.19. Dé udc luong sb lugng xdng hao phi trén mot tuyén dudng ctia mot hang xe
khach, ngudi ta tién hanh chay thir nghiém 55 lan lién tiép trén tuyén dudng nay va c6 dugc

so liéu:

Luong xang hao phi | 10,5-11 | 11-11,5 | 11,5-12 | 12-12,5 | 12,5-13 | 13-13,5
Tan sb 5 12 15 13 6 4

Hay udc luong lugng xang hao phi trung binh cho moét xe véi do tin cay 95%.

Bai tap 4.20. D€ xéac dinh gia trung binh ddi véi mot loai hang héa trén thi truong, ngudi ta

diéu tra ngau nhién tai 100 ctra hang thu duge s6 liéu sau:

Gia (nghin dong) | 83 | 85 | 87 [89 |91 |93 | 95|97 | 99 | 101
S6 ctta hang 5|8 [13|14(30(11|8 |6 | 4| 1

Vi d6 tin cay 95% hay udc lugng gia trung binh ctia loai hang d6 tai thoi diém dang xét. Biét

rang gia hang héa 1a bién ngau nhién tuan theo luat phan phdi chuén.

Uéc luong khoang cho ty 1é hay xac suat

Bai tap 4.21. D€ udc lugng cho ty 1é nhiing cay bach dan c6 chiéu cao dat chudn phuc vu cho
viéc khai thac § mot ndong truong 1am nghiép, ngudi ta tién hanh do ngdu nhién chiéu cao cua
135 cay va thay c6 36 cay cao tir 7,5m trd 1én. Hay udc lugng khoadng cho ty 1 cac cay bach

dan c6 chiéu cao trén 7,5m véi do tin cay 95%.

Bai tap 4.22. Dé udc lugng s6 cé c6 trong hd ngudi ta bat tir ho 1én 100 con danh dau r6i tha
lai vao hd. Sau d6 ngudi ta bat 1én 300 con thi thay c6 32 con bi danh dau. Hay udc lugng

khoang cho s6 cé c6 trong ho véi do tin cay 99%.

Bai tap 4.23. Dé diéu tra thi phan xe mdy, ngudi ta chon ngiu nhién ra 450 ngudi mua xe may
trong mot thang & cac dia ban & mot thanh pho thi c6 275 ngudi mua xe Honda. Tim khoang
tin cay cho ty 1é nguoi mua xe Honda véi do tin cay 95%.

Bai tap 4.24. Kiém tra ngiu nhién 400 san phadm do mot hé théng may mdi san xuét thi thy
6 387 chinh pham. Hay udc lugng ty 1é chinh pham tdi thiéu ctia hé thong may méi vdi do
tin cay 95%.

Bai tap 4.25. Thir nghiém 560 béng den dién tir do mot nha may san xuat thi thdy 10 béng c6
16i ky thuat. Hay tim udc lugng cho ty 16 bong c6 16i ky thuat t6i da voi do tin cay 95%.
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Bai tap 4.26. M4 thir 200 hop ctia kho do hop thay c6 10 hop bi bién chat. Véi do tin cay 95%
hay udc lugng ty 1é hop bi bién chét t6i da ctia kho.

Bai tap 4.27. Chon ngiu nhién ra 1000 trudong hop diéu tri bénh ung thu phéi, cac bac si thong
ké théy c6 823 bénh nhan bi chét trong vong 10 nam.

(a) Udc lugng khoang cho ty 1é tit vong ctia bénh nhan diéu tri bénh ung thu phdi véi do
tin cay 99%.

(b) Can phai liy s6 lugng mau la bao nhiéu dé véi do tin cay 95% cac sai s6 khi du doan ty
1¢ bénh nhan diéu tri ung thu phdi tir vong 10 ndm la it hon 0,03?

Bai tap 4.28. Can phai lap mot mau ngau nhién véi kich thudce 1a bao nhiéu dé ty 1é phé pham
cia mau 1a 0,2 va do dai khoang tin cay déi xtiing 1a 0,05 va d tin cdy ctia udc lugng 1a 95%.

Bai tap 4.29. Lam cach nao dé ude lugng s6 thu hiém trong mét khu rimg véi do tin cay 95%.

Bai tap 4.30. Nghién citu vé nang suét ctia loai hoa mau A, nguoi ta kiém tra nang suat cta

64 diém trong loai hoa mau nay thu duge bang s6 lieu

Nang suat (ta/ha) | 40-45 | 45-50 | 50-55 | 55-60 | 60-65 | 65-70
S6 diém 2 5 15 30 8 4

(a) Hay udc lugng nang suat trung binh ctia loai hoa mau A véi do tin cdy 95%; Néu mudn
sai s6 ctia udc lugng giam di 2 1an thi can kiém tra bao nhiéu diém dé ddm bao yéu cau

néu trén?

(b) Biét rang trén toan mién Bac c¢6 10.000 diém trong loai hoa mau A. Hay cho biét c6

khoang bao nhiéu diém dat nang suat trén 60 ta/ha? Hay két luan véi do tin cay 99%.

(c) Hay cho biét ty 1é nhitng diém c6 ning suat trén 60 ta/ha ctia loai hoa mau A t6i thiéu

la bao nhiéu? Hay két luan véi do tin cay 95%?

Bai tap Chuong [4 193



	20201_XSTK_MI2020_CHUONG1_NTTThuy.pdf (p.1-50)
	Chương Sự kiện ngẫu nhiên và phép tính xác suất
	Sự kiện. Quan hệ giữa các sự kiện
	Phép thử. Sự kiện
	Phân loại sự kiện
	Quan hệ giữa các sự kiện

	Giải tích kết hợp
	Quy tắc cộng. Quy tắc nhân
	Chỉnh hợp
	Chỉnh hợp lặp
	Hoán vị
	Tổ hợp

	Khái niệm và các định nghĩa xác suất
	Khái niệm xác suất
	Định nghĩa cổ điển
	Định nghĩa hình học
	Định nghĩa thống kê về xác suất
	Nguyên lý xác suất nhỏ, nguyên lý xác suất lớn

	Công thức cộng và nhân xác suất
	Xác suất điều kiện
	Công thức nhân xác suất
	Công thức cộng xác suất

	Công thức Béc–nu–li
	Dãy phép thử độc lập
	Lược đồ Béc–nu–li
	Công thức Béc–nu–li
	Số có khả năng nhất trong lược đồ Béc–nu–li
	Công thức xấp xỉ

	Công thức xác suất đầy đủ. Công thức Bay–ét
	Công thức xác suất đầy đủ
	Công thức Bay–ét

	Tổng hợp một số đề thi
	Bài tập Chương 1


	20201_XSTK_MI2020_CHUONG2_NTTThuy.pdf (p.51-106)
	Chương Biến ngẫu nhiên và quy luật phân phối xác suất
	Định nghĩa và phân loại biến ngẫu nhiên
	Định nghĩa biến ngẫu nhiên
	Phân loại biến ngẫu nhiên

	Quy luật phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên 
	Bảng phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên rời rạc
	Hàm phân phối xác suất
	Hàm mật độ xác suất của biến ngẫu nhiên liên tục

	Các tham số đặc trưng của biến ngẫu nhiên
	Kỳ vọng
	Phương sai 
	Độ lệch chuẩn 
	Một số đặc trưng khác

	Một số phân phối xác suất thông dụng
	Phân phối đều
	Phân phối nhị thức
	Phân phối Poa–xông
	Xấp xỉ phân phối nhị thức bằng phân phối Poa-xông
	Phân phối mũ 
	Phân phối chuẩn 
	Phân phối khi bình phương
	Phân phối Student
	Phân phối Fisher

	Tổng hợp một số đề thi
	Bài tập Chương 2


	20201_XSTK_MI2020_CHUONG3_NTTThuy.pdf (p.107-149)
	Chương Biến ngẫu nhiên nhiều chiều
	Khái niệm và phân loại biến ngẫu nhiên nhiều chiều
	Khái niệm
	Phân loại

	Bảng phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên hai chiều rời rạc
	Bảng phân phối xác suất đồng thời
	Bảng phân phối xác suất thành phần (biên)
	Phân phối có điều kiện

	Hàm phân phối xác suất
	Hàm phân phối xác suất đồng thời
	Hàm phân phối xác suất thành phần (biên)

	Hàm mật độ xác suất của biến ngẫu nhiên hai chiều liên tục
	Hàm mật độ xác suất đồng thời
	Hàm mật độ xác suất biên
	Hàm mật độ xác suất có điều kiện

	Tính độc lập của các biến ngẫu nhiên
	Hàm của hai biến ngẫu nhiên
	Khái niệm
	Phân phối xác suất

	Đặc trưng của biến ngẫu nhiên hai chiều
	Kỳ vọng, phương sai của biến ngẫu nhiên thành phần
	Kỳ vọng, phương sai của hàm của hai biến ngẫu nhiên
	Hiệp phương sai
	Hệ số tương quan

	Luật số lớn và định lý giới hạn trung tâm
	Sự hội tụ của dãy các biến ngẫu nhiên
	Luật số lớn Trê-bư-sep
	Luật số lớn Béc-nu-li
	Định lý giới hạn trung tâm
	Xấp xỉ phân phối nhị thức bằng phân phối chuẩn
	Xấp xỉ phân phối nhị thức bằng phân phối Poa-xông

	Tổng hợp một số đề thi
	Bài tập Chương 3


	20201_XSTK_MI2020_CHUONG4_NTTThuy.pdf (p.150-194)
	Chương Thống kê. Ước lượng tham số
	Lý thuyết mẫu
	Tổng thể và mẫu
	Mẫu ngẫu nhiên
	Mô tả giá trị của mẫu ngẫu nhiên
	Đại lượng thống kê và một số thống kê thông dụng
	Cách tính giá trị cụ thể của một số thống kê thông dụng

	Ước lượng điểm
	Phương pháp hàm ước lượng
	Ước lượng điểm cho một số tham số thông dụng
	Phương pháp ước lượng hợp lý cực đại (maximum-likelihood estimation)

	Ước lượng khoảng
	Khoảng tin cậy cho kỳ vọng
	Khoảng tin cậy cho phương sai (đọc thêm)
	Khoảng tin cậy cho xác suất
	Xác định kích thước mẫu

	Bài tập Chương 4



