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Chuong 1

Khoéng gian xac suat

1.1 Gidi thidu

Mot trong nhitng nguon gbc ciia Toan hoc do6 1a viec mo hinh héa cac sy vat, hién tuong
trong ty nhién va doi séng. Ta biét rang cac so6 tu nhién sinh ra tit viec dém; day so
Fibonaci mo hinh s6 canh hoa hay su tang trudng ctia dan thoé; cac phuong trinh vi phan
hay phuong trinh dao ham riéng mo ta sy ting trudng clia dan so6, sy phan ra ciia phong
xa, qué trinh truyén am, truyén nhiét, truyén séong hay chuyén dong ctia chat 1éng. Cac
mo hinh nhu trén dugce goi 1a mo hinh tat dinh vi néu cho truéc mot gia tri ban dau,
ta hoan toan c6 thé xac dinh chinh xac gia tri tai thoi diém nao dé sau nay. Ngoai ra, ta
thay rdng con c6 nhiéu sy vat, hién tugng c6 tinh ngau nhién, v6i cing mot hanh dong
ban dau, ta khong biét chic chan két qua 1a gi, vi du nhu khi tung dong xu ho#c xtc xAc.
Nhitng sit vat , hién tugng c6 tinh ngau nhién nhu vay 1& khéi dau cho viéc nghién citu Ly
thuyét Xéc suat trong Toan hoc.

Véi khéi nguon nhu trén, viec nghién ciiu xac suat da sém dude quan tam, dac biet
cho cac tro choi c¢6 tinh may rui, do den va ca cuge. Trong bai tho "Ba lé" vao thé ki
13, cac tinh toan xac suat khi tung xtc xac da duge nhic dén. Vao thé ki 15, Cardano
da viét tron ven mot cuén sach "Cac tro choi may rii" dé trinh bay céc nghién citu veé
xac suat. Trong céc thu tit trao ddi nam 1654, hai nha toan hoc ndi tiéng Blaise Pascal va
Pierre de Fermat da thao luan vé mot cau héi duge nha quy toc va cling 1a tay danh bac
khét tiéng Chevalier de Méré giii dén héi Pascal nhu sau:

"Toi thuong cd cuge tién ciia minh cho viéc trong bon lan tung dong xu thi sé cé it nhat

mot lan ra duge mat Luc. Theo toi, xdc suat dé zdy ra dieu nay bang bon lan xdc suat ra

!Ten nguyen ban 1a "De Vetula", viét bing tiéng Latin
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mat Luc ciia mot lan tung, két qud la 4/6 = 2/3. Nhu vay toi cé lgi thé khi choi va thuc
su toi da kieém duoc tien thdng cuge. Tuy nhién, khi toi dat cugc rang trong 24 lan tung
mot cdp zic zdc sé ¢é it nhat mot lan tung ra cd hai mat Luc, thi toi lai bi mat tién, du
theo tinh todn cia toi, xdc sudt xdy ra diéu nay la 24/6% = 2/3 ding bing cdch choi dau
tien. Tai sao lai vay?"

Pascal va Fermat da thong nhat rang cac két qua ctia de Méré deu SAI! Két qué dung
sau khi lam tron lan lugt 1a 0.5177 va 0.4914, kha 14 gan xac suat ciia mot tro choi cong
bang. Dé de Méré c6 thé nhan ra minh thing hay mat tién, chiing té ong ta phai choi tro
c4 cugde nay rat nhiéu lan!

Ly thuyét xac suat tiép tuc duge nghién citu va hoan thién trong cac cudn sach "Van
Rekeningh in Spelen van Gluck ” cua Huyghens nam 1657, "Ars conjectandi" cia Jacod
Bernoulli nam 1713, "Doctrine of chances" ctia de Moivre nam 1718. Nhiéu nha toin
hoc da quan tam va phat trién Ly thuyét xac suat nhu Laplace, Euler, Gauss, Lagrange,
Legendre, Poisson, ...

Tuy nhién, dén thé ki 19, khi da dugc phét trién ¢ mic cao véi nhieu két qua sau séc,
thi Ly thuyét x4c suat gap phai van dé giong nhu Toan hoc duong dai 14 sy thiéu hut mot
nen tang co s vitng chic. Diéu nay duge vi von gidng nhu ta xay mot lau dai nguy nga
trang lé trén nén cat, c6 thé bi sup do bat cit lic nao. Dé tim hiéu sy thiéu hut nay ta tim
hiéu vi du sau:

Trong céc bai toan xac suat co dién, s6 tinh hudéng 1a hitu han nén ta c6 thé dinh
nghia xac suat mot cach tryc quan va dé dang. Tuy nhién, van dé sé nay sinh khi tap céc
tinh hudng 1a vo6 han khong dém duge. Cu thé, ta lay ra ngdu nhién mot diém tréen doan
thang don vi [0, 1], tinh xac suat dé diém chon ra thudc vao mot tap nao dé. Mot cach
trie quan, néu tap dang xét 1a mot doan thing hodc hop ctia mot sé doan théng thi xac
suat sé bang do dai clia tap d6. Cau héi dat ra la cé thé tinh xac suat cho tap tong quat
bat ki hay khong? Néu c6 thi trong truong hop nay khai niém xac suat 1a mot mé rong
ctia khai nhiem do dai doan thang, hay la do do Lebesgue mot chiéu. Nhung ta biét ring
trong Ly thuyét do do thi khong phai tap con nao ciia doan thang [0,1] ciing la tap do
duge va tinh duge do dai!

Dén ntta dau thé ki 20, dya trén Ly thuyét do do, Kolmogorov da xay dung hé tien deé
cho khong gian xac suat (Q, F,P) ma ta sé tim hi¢u ¢ muc sau. Day dugc coi 1a dau moc

cho sy bat dau ciia Ly thuyét xac suat hién dai.

2Dich sang tiéng Latin 14 "De ratiociniis in ludo aleae" v& sang tiéng Anh 13 "On Reasoning in Games

of Chance"
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1.2 Khoéng gian xac suat (Q, F,P)

1.2.1 Dinh nghia

Xét 2 1a mot tap khac rdng. Ta goi Q 1a khong gian mau gom tat cd cic tinh hudng c6

thé x4y ra. Ki hieu 2 tap tat ca cac tap con ctia ) .

Dinh nghia 1.2.1. Mot tap F C 29 gom mot ho cdc tip con cia Q duge goi la mot o-dai

s6 (hodc o-truong) néu
1.0eFvaQed;
2. Néu A € F thi phan bu ciia A, ki hieu A° hogc A = Q\A, ciing thuoc F;

3. F dong doi vdi phép hop dém dugc: tic la, vdi moi day A;,i = 1,2,... cdc phan ti

cua F, ta co Uj>1 A; cing thuoc T

Ta c6 nhan xét 13 mot o-dai s6 dong véi phép giao dém duge. Tic 1a, véi moi day
A;i=1,2,... cac phan tit cia F, ta ¢6 N>1 A; cling thuoe F. Tinh chat nay dé dang suy
ra tit tinh chat 3 va quy tac De Morgan.

Ta c6 mot s6 vi du co ban nhu sau vé cac o-dai s tritu tuong.

Vidu 1.2.2. 1. F={0,Q}: o-dai s6 tam thuong.

2. Véi méi tap con A cia Q, ta ¢ o-dai s6 o(A) = {0, A, A°,Q}. Day la o-dai so bé
nhat chita tap A.

3. F =29 o-dai so tuyét doi.
Mé rong vi du 2 6 trén, ta ¢6 dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 1.2.3. Gid s C C 2%, o-dai s6 sinh béi €, ki hieu la o(C) la o-dai s6 bé
nhat chia C.

Chii ¥ 14 o(C) ludn ton tai vi 2 1a mot o-dai s6 va giao ctia mdi ho bat ki cac o-dai s6
ciing 14 mot o-dai s6. Tt day, ta c6 thé dinh nghia o-dai s6 Borel tréen R? nhu sau. Day

12 o-dai s6 quan trong va ta sé gip lai trong Chuong 2.

Dinh nghia 1.2.4. B(RY) la o-dai s6 Borel trén RY la o-dai s6 sinh bdi cdc tdp cé dang
H?Zl(—oo,ai] vdi a; € Q vdi moii = 1,...d. Tuong tu, B([0,1]¢) la o-dai s6 Borel trén
R? la o-dai 56 sinh bdi cdac tap co dang H?zl(O, a;) voia; € Quaa; <1wvdimoii=1,...d.

Theo dé xuat ctia Kolmogorov, ta c6 dinh nghia vé mot khong gian xdc sudt nhu sau.
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Dinh nghia 1.2.5. Mot b ba (2, F,P) dudc goi la mot khong gian xac suat gom cé khong
gian mau 2, mot o-dai s6 mf va dnh za P : A — [0,1] dugc goi la mot do do xac suat

thoa man
(1) P(Q2) =1:

(2) vdi moi day gom dém dudc cdc tap con (A;) cia F va doi mot roi nhau (tic la
A, NA,=0Ym+#n) ta cé

P(Uz, A) = iIP’(Ai)

Tt dinh nghia vé khong gian xac suat nhu trén, ta thay ring ta chi c6 thé gan gia tri
- zdc sudt cho cac tap A thudc vao o-dai s6 dang xét mf. Dé phan biét cac tap dic biét

nhu vay, ta c¢6 dinh nghia co ban sau day.

Dinh nghia 1.2.6. Trong khong gian zdc suat (Q,F,P), mot tap A € F duoc goi la mot

bién cb va gid tri P(A) dugc goi la x4c suat clia bién c¢6 A.

Trong cac bai todn xac suat, ta thuong dinh nghia bién c6 thong qua tap cac tinh
huéng c6 tinh chat dic biet. Do d6 doi khi ta c6 thé dong nhét gitta bién c¢b va tinh chéat.
Véi cach hidu nay, ta c6 thé dién gidi ¥ nghia clia cadc phép toan trén tap hogp (bién cb)
nhu sau:

- Bién ¢6 dbi A: tap cac tinh huéng khong c6 tinh chat A.
- Bién c6 giao AN B: tap cac tinh hudng c6 ca hai tinh chat A va B.

- Bién ¢6 hop AU B: tap cac tinh huéng théa man it nhat mot trong hai tinh chat A
va B.

Ta c6 mot s6 vi du cho khong gian xac suat nhu sau:

Vidu 1.2.7. 1. Tung ngau nhién mot dong xu cin bang. C6 hai khd ndng zdy ra la
ngia (H, head) hodc sip (T, tail). Khi d6, Q = {H, T}, F = 2% va

P({H}) =P{T}) = 1/2.

Vdi dong zu khong can bing, thi ton tai p € [0,1] sao cho

P{H}) =p, PUT}) =1—p.



CHUONG 1. KHONG GIAN XAC SUAT 7

2. Tung ngau nhién mot vién xic xdc can doi. Khi dé, Q = {1,2,3,4,5,6},F = 29 va
vdi moi bién co A € F thi P(A) = %, vdi |.| la luc lwgng cia tap hop. Vi du, xét

bién co A ra mat chin thh A = {2,4,6}, va P(A) =3/6 = 0.5.

3. Khong gian xdc sudat ([0,1],B([0,1]),\) vdi X la do do Lebesque mot chiéu xay dung
tw do dai cac doan thd?ng.

4. XétQ =N la tap cdc so tu nhien va F = 2. Ta xdy dung do do xdc sudt trén (N, 2N)

thoa man Zpi =1 nhu sau
i=0

P(A) =) p;, VA€ 2"
€A

tw mot day cdc so6 khong am {p; }i=o1

geee

Tt tinh chat cia o-dai s6, ta c6 két qua sau.

Ménh dé 1.2.8. Trong khong gian zdc sudt (Q, F,P), cho mot day cdc bién c6 A1, A,, . . ..
Khi do hat tap duoc xdac dinh nhu sau

limsup A, = My, (UpmsnAm), va liminf A, = U2 (Ny>ndin)
ciing la cdc bién co.

Ta c¢6 ¥ nghia ctia limsup A,, 14 cac tinh huéng thuoc vo han bién c6, hay néi cach
khac, cac tinh chat A,, xuat hién vo han lan; con ¥ nghia clia lim inf A, 14 cac tinh huéng

sé luon xuat hién tit mot thoi diém nao dé. Theo quy tic DeMorgan,

limsup A,, = liminf A4,,.

1.2.2 Mot s6 tinh chat ctia dé do xac suat

Mot do do xac suat c6 mot so6 tinh chat nhu sau

Dinh ly 1.2.9. Néu P la do do zdc suat tren (2, F) th

2. P(A°) =1 —P(A) véi moi A € F;
3. Vdi hai bién co roi nhau A, B € F thi

P(AU B) = P(A) + P(B).
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4. Vi hai bién c6 bt ki A, B € F thi

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

5. Tinh don dieu: néu A,B € F va A C B thi P(A) < P(B);
6. Tinh lien tuc: véi moi day bién co ting Ay C Ay C ...C A, C ... thi

P (;ﬁlAn) — lim P(A,).

n—oo

Va vdi moi day gidm cdc bién c6 Ay D Ay D ...D A, D ... thi

P (ﬁlAn> — lim P(A,).

n—oo

Mé rong tinh chat thit 4 ctia Dinh ly , ta c6 Nguyen ly bu tr (Inclusion-Exclusion

Principle) nhu sau:

Dinh 1y 1.2.10. Cho ho n bién c6 Ay, As, ..., A,. Khi do,

P(A;UAU...UA,) = ‘§1]P)(Ai) — ,;3 1P<Ai NAj)+ ...
1= VFEI)=
+(=DF % P(A, N Ay na) o ()P A
i1 FleF#. =1 i=1

T tinh chat thit 4 ctia Dinh 1y [1.2.9, ta thay rang P(AU B) < P(A) + P(B). Md rong
cho ho nhiéu bién c6, ta c6 bat dang thitc Boolean hay con goi 1a chan trén hop (Union
bound) nhu sau.

Dinh 1y 1.2.11. Cho ho bién c6 Ay, A, . ... Khi do,

P (iiGlAn) < iIP’(An).

Tinh chat tht hai ma do do xac suat P can théa méan trong hé tien dé Kolmogorov
nhu trong Dinh nghia m dugc goi 1a tinh o-cong tinh. Dé kiém tra diéu kién o-cong
tinh, ta thuong kiém tra tinh cong tinh va tinh lién tuc nhu trong dinh 1y sau.

Dinh 1y 1.2.12. Gid st F la mot o-dai s6 va P : F — [0,1] théa man P(Q) = 1 va cong
tinh theo nghia la vdi moi hai bién co roi nhau A, B € F thi

P(AU B) = P(A) + P(B).

. Khi dé cdc khang dinh sau la twong duong:
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(i) P la o-cong tinh.
(i) Néu A, €Fva A1 DAy D...D A, D ... va -aAn:@ thi P(A,) 1 0;

(iii) Néu A, € Fva Ay DAy D...DA, D... th
P (z‘Q1A"> = lim P(A,).

n—oo

(iv) Néu A, € Fva Ay C Ay C...C A, C... vi ,iﬁlAn:Qmm(An)M;

(v) Neu A, e Fva Ay CAyC...CA, C...

P (;leAn) — lim P(A,,).

n—oo

Trong phan cudi ctia Muc nay, ching ta tim hiéu vé cau tric ciia mot o-dai s6 va tinh
duy nhét ctia do do xac suat xac dinh trén sm-dai s6 cam sinh. Day 1a cac két qua co dién
trong Ly thuyét do do.

Dinh nghia 1.2.13. Mot ho P cdc tap con cia ) dudc goi la m-hé néu ho khdc rong va
dong vdi phép giao hitu han, tic la néu A, B € P thi ANB €

mathcal P. Mot ho £ cdc tap con ciia Q duge goi la A\-hé néu théa man cdic dieu kién
. Qel.
. Neu A, Be Lvai ACBthh B\A€CL.
iii. Vi moi day cdc tap con tang dan A, 1+ A thi A€ L.

Meénh dé 1.2.14. Mot ho T gom cdc tap con cia Q la mot o-dai so khi va chi khi F dong
thoi la m-hé va A-hé.

Dinh 1y 1.2.15 (Dinh Iy 7 — A ctia Dynkin). Néu P C £ va P la mot w-hé, con £ la mot
A-hé, thi o(P) C L.

Chitng minh. Goi £(P) 1a mot A-hé bé nhat chita P. Ta sé chiing minh rang £(P) cling la

mot -he. T do suy ra £(P) 1a mot o-dai s6 va ta co
mathcal P C o(P) C L(P) C L.
Dé chiing minh £(P) ciing 1a mot 7-he, ta xét mot tap A € L(P) va dat
Lyi={BeL(P): BNnAecL(P)}

Ta c6 thé kiem tra L4 cling 1a mot A-hg, nén theo tinh t6i ticu ctia £(P), suy ra L(P) = La.
Tu dinh nghia ctia L4 thi véi moi B € L(P) = Ly, ta déu c6 BN A € L(P). DPCM. O



CHUONG 1. KHONG GIAN XAC SUAT 10

Dinh 1y 1.2.16. Xét mot ho cdc tap con P. Néu nhu c¢6 hai do do zdc sudt puy va jy cung
zdc dinh trén khong gian (Q,0(P)) va pi(A) = p(A) VA € P thi py = po trén cd o(P).

Ching minh. Dat
L={A€o(P): m(A) = pn(A)}.

Ta thay ring P C £ va Q € £. Ta c6 thé kiém tra £ 14 mot A-hé, nén theo Dinh 1y 7 — )
ctia Dynkin thi o(P) C £. DPCM. O

1.2.3 Mot s6 vi du

Chiing ta da dinh nghia vé khong gian xac suat mot cach tritu tuong va tong quat. Tuy
nhién véi cac bai toan cu theé thi viec xay dung mot khong gian xac suat cu thé va thich
hop 1a rat quan trong. Ta cling xét cac vi du sau.

Vi du dau tién 13 bai toan que tam Buffon, duge dé xuat bdi mot nha quy toc nguoi

Phép co6 tén la Georges-Louis Leclerc, Ba tuéc vung Buffon vao nam 1777.

Vi du 1.2.17 (Bai toan que tam Buffon). Thd ngau nhién mot que tam do dail lén mot
to gigy (mat phdang) dugc chia thanh cdc ddi song song cd h > 1 bdi cic duong ké song

song. Hay tinh xdc sudt dé que tam cdt vao cic duong ké song song.

Hinh 1.1: Mot s6 minh hoa mo phéng khi tung que tam

Ta x4c dinh vi tri clia que tam qua hai tham s6 (d, 6) v6i (xem hinh [1.2.3))
+ d € [0, h/2] 1a khoang cach tit tam que tam (trung diém) dén dudng ké gan nhat.
+ 0 € [0, 7] 1a goc gitta que tdm va dudng ké ngang.

Khi d6 ta c6 khong gian mau Q = {(d,0) : d € [0,h/2],0 € [0,7]} ¢6 dang hinh ch&
nhat. Trén khong gian mau nay, ta xét o-dai s6 Borel va do do xac suat theo ti lé dién
tich.
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Hinh 1.2: Cach xac dinh vi tri cua que tam

Xét bién c6 que tam cat vao duong ké song song. Duong song song nay chinh la dudng
ké gan tam que tam nhat vi [ < h. Que tam cat duong ké nay khi

l

d < —siné.
2

Do d6 ¢6 the bieu dién bién ¢d can tim 1a

sind}.

N | =~

{(d,0): de[0,h/2],0 €[0,7],d <

Tu day ta tinh duge xac suat

1 .
1 g Esme 2]
—_— dx | df = —.
i (/0 x) b

Trong truong hgp dic biet, khi [ = h, ta ¢6 xac suat can tinh 1a 2/7. Ta sé trd lai két
qua nay trong muc Luat s6 16n ¢ Chuong 3, v6i ing dung dé sap xi cho s6 7.

Vi du 1.2.18. Cho mot que c6 do dai don vi. Ta bé ngau nhién que da cho thanh ba doan.

’ - £ 2 PN - 2 £ - N N -
Tinh zac suat dé ba doan con trén co thé noi tao thanh hinh tam gidc.

Goi z,y va z lan lugt 1a do dai cac doan con dude bé ra theo thit tir tit trai sang phai.
Khi dé6, ta xac dinh khong gian mau

Q={(z,y,2): x+y+z=1,xz,y,2 >0},

hay € chinh 1a mién tam giac ¢6 ba dinh A(0,0,1), B(0,1,0) va C(1,0,0). Xét o-dai s6
cam sinh tit cac tap md. Khi dé bién c¢6 ba doan con trén c6 thé néi tao thanh hinh tam

gidc duge biéu dién thanh

M={(z,y,2) €Q:z+y>1/2, y+2>1/2, z+x > 1/2},
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hay la mién trong tam gidc c6 ba dinh I trung diém cac canh ciia tam giac ABC.
Véi do do xac suat la ti lé dien tich, ta tinh dudc xac suat ctia bién c6 can tinh 1a
P(M) =1/4.

Vi du 1.2.19. Cho mot que AB ¢6 do dai don vi. Chon ngau nhién mot diém va bé que
da cho thanh hai doan. Xét doan con chita dauw miit B, tuong tu nhu trude, lai chon ngdu
nhién mot diém trén doan con nay va bé thanh hai doan con nhé hon. Nhu vay tu que AB
ban dau ta da chia thanh ba doan con. Tinh xdc sudt dé ba doan con trén cé thé néi tao

thanh hinh tam gidc.

Vi du nay ban doc c6 thé trd lai sau khi da tim hiéu vé phan phéi déu trén doan théng
& Chuong 2. Xét X 1a do dai doan con chua dau mut A tuong tng véi vi tri ctia diém chon
dau tien. Khi d6, X theo phan phéi déu trén doan don vi AB. Tiép theo xét Y 1a do dai
doan con & giita dugc bé ra tit doan con do dai 1 — X, ciing theo phan phdi déu. Ta bieu

dién bién c6 ba doan con c6 thé ndi tao thanh hinh tam giac thanh
N={(X,)Y): 0<X<1/2,0<Y <1/2, X+Y >1/2}.

Do d6 x4c suat ctia bién ¢o trén bang

1/2 1 1/2 vz,
dy dx:/ dr =log2 —1/2 # 1/41
/0 1_$/1/2x o l—=z / /

1.3 XaAc suat diéu kién

Trong thuc té ta thiy rang zdc sudt sé bi dieu chinh vdi cdc luong thong tin thém. Ta
xét vi du trong mon béng da nhu sau. Xét mot tran dau gitta doi nha ban ting ho va doi
khach. 24 gio truée tran dau, ti lé thing ctia doi nha 1a 0.6. Tuy nhién, 2 gio trudc tran
dau, mot cau thi quan trong ctia doi nha bi chan thuong khi khéi dong, lic nay xac suat
thang gidm xudng con 0.45. Két thic hiep mot ctia tran dau, doi nha dang dan 2-0, lic
nay xac suat thang ting len 1a 0.8. Va khi tran dau két thuc véi két qua 3-1, doi nha thing
loi x4c suat 1.

Dé tong quéat, ta c6 dinh nghia xac suat diéu kien nhu sau.

Dinh nghia 1.3.1. Gid st A va B la hai bién c6 bat ki, trong dé P(B) > 0. Khi dé wdc
suat dieu kien ctia bién co A khi da biét bién co Bxdy ra la

P(AN B)

PAIB) = =55
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Ta xét thém vi du nhu sau. Hai ban An va Binh tham gia tro choi nhu sau: cac ban
tung mot dong xu ba lan, néu trong ba lan s6 1an ra mit ngtta nhiéu hon thi ban An thang
va duge phan thudng, ngude lai néu s6 lan ra mat sap nhiéu hon thi Binh thing va ducc
phan thuéng. Ta thay rang tro choi Ia cong bang xac suat 50-50, v6i khong gian mau

O = {HHH,HHT, HTH, HTT,THH,THT, TTH, TTT},
va cac bién ¢6 thuan loi
A= {HHH,HHT, HTH,THH),
B = {HTT,THT,TTH, TTT}.
Bay gio, ta gia sit da tung dong xu mot lan va ra miit ngita. Bién ¢6 nay duge biéu dién la
E={HHH HHT, HTH,HTT}.
Khi do,
ANE = {HHH,HHT, HTH},
BNE = {HTT).
Va ta c6 xac suat thang ctia tiing ban véi diéu kién tung lan dau ra mit ngiita nhu sau:
P(A|E) = 3/4, P(B|E) = 1/4.

Nhan xét: ta c6 thé hiéu mot cach don gidn 1a viée lay diéu kién lam thay doi khong gian
mau.

Tit dinh nghia xac suat dieu kién ta suy ra cong thitc nhan xac suat sau
P(AB) = P(A|B)P(B).
Mé rong cong thite nhan xac suat trén, ta c6 cong thic sau.
Dinh ly 1.3.2. Cho n bién c6 Ay, ..., A, sao cho P(A;N...NA,_1)>0. Ta cé
P(ATN...NA,) =PA,JAiN...NA_1)PA, 1 |AiN...NA,2)...P(A|A1)P(4).
Ta xét vi du thuc té quen thuoc sau.

Vi du 1.3.3. Trong hop co n la tham, trong do chi c6 1 la tring thudng. Mot nhom n
nguoi choi lan lugt lay ra mot cach ngau nhién (khong hoan lai) tung ld tham tu hop cho
dén khi c6 nguoi dau tien lay duge lda tham tring thudng thi diung lai. Tinh xdc suat tring
thudng ciua tung nguoi choi?
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Goi A; 1a bién ¢b ngudi thit nhat rat trang thudng, ta c6 P(A4;) = 1/n.

Xét bién ¢6 ngudi thit hai tring thudéng. Ta thay ring dé ngusi thit hai duge rit thi
nguoi thit nhat phai rat khong tring 14 trang thudng, va ngusi thit hai rat tring trong
n — 1 14 phiéu con lai sau khi da bé di 14 phiéu ctia ngudi thit nhat. Vay xac suat dé ngudi
tht hai trang thudng la

_ _— 1 n—-1
P(A; N Ap) = P(Ax|A))P(A;) = =1/n.
(A2 N Ay) = P(Ax]Ar)P(A) =1 n /n
Tuong ty, xac suat triang thuéng cho nhiing ngudi con lai 1a
- —_— 1 n—2n-1
P(Ag N A2 N Al) = P(Ag’AQ N Al)P(A2|A1P(A1> = = 1/77,

P(A;NAp_1N...NA) =P(A A1 N...N A .. . P(A]AP(A) = 1/n.

Nhu vay , cach rat tham tring thudng nay 1a cong bang.
Tiép theo ta phat biéu hai cong thiic Xdc sudt toan phan va Cong thitc Bayes. Truée

tien, ta c6 dinh nghia vé mot ho bién c6 day dt nhu sau.

Dinh nghia 1.3.4. H¢ cdc bién co {Ay, ..., A} duge goi la day du néu né la mot phan
hoach cia Q) trong F, tic la

1. AinA; =0 vdi moii # j;
Dinh 1y 1.3.5. Xét {A;,..., A} la mot he day di cac bién co vdi P(A;) > 0 vdi moi i.

1. Vi bién co6 B bat ki, ta cé cong thiic zdc sudt toan phan
P(B) = ) P(B|A;)P(A,).
i=1

2. Vdi bién co B c6 zdc suat duong, ta cé cong thic Bayes

P(B|AR)P(Ar) _ P(B|A)P(AR)

Ta c¢6 mot s6 vi du ap dung cong thitc Xac suat toan phan va cong thitc Bayes nhu

sau.

Vi du 1.3.6. Ta zét lai Vi du[1.3.9 Két qua rit tham sé thay doi thé nao néu trong n I
tham co 2 la triung thuong?
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Ta van goi A; 1a bién ¢6 ngudi thit nhat rat trang thudng, ta c6 P(A4;) = 2/n.

Tuy nhién tinh huéng sé thay ddi véi bién c¢6 ngudi thit hai tring thuéng. Néu nhu chi
c6 ding mot la tham trang thudng thi ngudi thit hai duge rat va cé thé rat tring thudng
chi khi nguoi thit nhat phai rat khong trang 14 tring thudng. Con khi ¢6 2 14 tring thudng
thi di1 ngudi thi nhat c6 rat tring thudng hay khong thi ngusi thit hai van c6 co hai rit.
Co hoi rat tring clia ngudi thit hai phu thudc vao lan dau nguoi thi nhat c6 rat tring
hay khong. Theo cong thitc Xac suat toan phan, xac suat dé ngusi thi hai tring thudng
la

1 2 2 n—2 in — 6
n—1n n—-1 n (n—1)n

P(Ay) = P(Az|Ay)P(Ay) + IP>(A2|A_1)HD(A_1) =

Vi du 1.3.7. Mot phuong phdp test cho két qua duong tinh vdi 98% vdi nhing ngudi thuc
s1 bi bénh va cho két qud duong tinh gid 1% vdi nhitng ngudi khong mdc bénh. Biét ring ti
le ngudi nhiém bénh trong mot cong dong nao dé 1a 0,1%. Tinh xdc sudt dé nguoi dé thuc
su bj bénh khi cé két qud test duong tinh.

Ta c6
P(+|B) = 98%, P(+|B) = 1%, P(B) = 0,1%.

Vay
P(B]4) — P(+|B)P(B)

= — ~ 0.09.
P(+|B)P(B) + P(+|B)P(overlineB)

C6 nghia 1a néu ban c6 két qua test duong tinh thi chi c6 9% xac suat ban thuc sy bi
bénh.

Vi du 1.3.8. Xét mot dong zu c6 zdc suat ra mdat ngiia trong moi lan tung la p. Goi 7,

la wdc sudt dé sau n lan tung dong zu thi so lan ra mdt ngia la chin. Ching minh ring

Tpnl = (1 _p)ﬂ-n +p(1 - 7Tn)'

Goi A, 1a bién c6 sau n lan tung dong xu thi s6 lan ra mit ngia 1 chn, ta c6
7, = P(A,). Theo cong thitc Xac suat toan phan va lay dicu kién theo trang thai ngta

hodc sap clia lan tung dau tien, ta co
P(Api1) = P(Apir|[H)P(H) + P(Ap i1 [T)P(T).

V6i diéu kién lan dau tung ra mat ngita thi dé trong ca n 4 1 lan tung c6 sb lan ra miit

ngtia 1a chin, ta phai c6 la trong n lan tung tir lan thit 2 dén lan thi n + 1 c¢6 tong cong
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16 1an ra mat ngtta. Va tuong tu néu lan dau ra sap thi trong n lan tung sau c6 chén lan

ra mit ngia. Vay ta cé

suy ra DPCM.
Tt vi duy trén, ta thay rang cac cong thic Xac suat toan phan va Bayes rat hitu dung

dé dua ra cac quan hé dang truy hoi.

1.4 Tinh déc lap cta bién cb

Tinh doc lap 1a tinh chat quan trong ctia Ly thuyét xac suat. C6 thé noi ring dinh nghia
ve tinh doc lap 1a diém khéi dau dé Ly thuyét xac suat tach khoi Ly thuyét do do dé
thanh mot nganh riéng. Theo Durett,

"Measure theory ends and probability begins with the definition of independence.”

Trude tién, ta c6 dinh nghia vé hai bién ¢d doc lap nhu sau.
Dinh nghia 1.4.1. Hai bién c6 A va B dudc goi la doc lap vdi nhau néu
P(AB) = P(A)P(B).

Dé tim hiéu ki hon vé cong thiic trén, ta gid st P(B) > 0 va xét xac suat didu kien
clia bién ¢b A khi bién ¢6 B da xay ra. O muc trude, ta thay ring khi liy xac suat diéu
kién thi c6 thé lam thay doi di xac suat ban dau. Tuy nhién, trong tinh huéng hai bién c6

A va B doc lap, ta co

Plalp) = “g ) = S —pa),

tic 1a xac suat dé A x4y ra khong phu thudc vao viec B da xay ra hay khong.

Ta xét mot s6 vi du vé hai bién c¢6 doc lap nhu sau:

+ Néu P(A) = 0 thi bién ¢6 A doc lap véi moi bién ¢6 B € F. That vay, vi 0 <
P(ANB) <P(A) =0,nén P(ANB) =0=P(A)P(B).

+ Tung mot dong xu hai lan. Goi A 1a bién c6 lan tung dau ra mat ngiia, va B 1a bién

c6 lan tung sau ra mat sap. Khi dé, hai bién c¢6 A va B doc lap, vi

P(A) = P(B) = 1/2, P(AN B) = P({HT}) = 1/4.

Ta c6 md rong khai niem doc lap cho mot ho céc bién c6 nhu sau
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Dinh nghia 1.4.2. 1. Mot ho (c6 thé vo han) cdc bién co (A;)icr duoc goi la doc lap
ting doi néu
2. Mot ho (c6 thé vo han) cdc bién co (A)ic; dugde goi la doc lap trong toan thé (goi
tat la doc lap) néu

P(A;, ... A;) = P(A)...P(4;)

in

vdi moi tdp con gom hitu han cdac phan ti phan biét {iy,...,i,} cia I.

Ta c6 vi du vé ho bién c¢6 doc lap md rong tit vi du 6 trén nhu sau: tung dong xu du

nhiéu lan, goi Ay, 1a bién ¢b chi trang thai (ngita hodc sip) ctia lan tung thit k.
Vi du 1.4.3. Mot ho bién c6 doc lap tiung doi chua chdc da doc lap toan thé.

That vay, tung mot vien xtc xac ba lan. Xét cac bién ¢6 A, ; sao cho & lan tung thit

va thi j ra mat giong nhau. Khi do,
P(Al’z) = P(Agg,) = P(Al,g) = 1/6,
bién c6 giao A; 9 M Ag3 thé hién ci ba lan tung déu c6 mit nhu nhau nén

6
suy ra hai bién c6 Ay 9 va Ay 5 doc lap véi nhau, tuong tu véi cac cap con lai, ta suy ra ho
ba bién ¢b {412, Ass, A1 3} doc 1ap theo ting doi; nhung ho c& ba bién ¢b lai khong doc
lap vi
6
Két qua sau dugc suy ra tric tiép tir dinh nghia ctia ho bién ¢6 doc lap va thuong dugc
st dung.

Meénh dé 1.4.4. Cho ho hitu han cdc bién ¢ Ay, ... A, doc lap. Khi dé,
P(A;N...NA,) =P(A)P(Ay)...P(A,).
Ta ciing thuong dung cac két qua sau.

Meénh dé 1.4.5. 1. Néu hai bién c6 A va B doc lap thi cdc cap bién cé (A, B), (A, B)

va (A, B) ciing la cdc cdp bién co doc lap.

2. Néu ho ba bién c6 A, B,C doc lap thi bién co A doc lap vdi bién co hop BUC.
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Ching minh. 1. Ta xét cap bién c6 A va B. Ta c6
P(ANB) = P(4) — P(AN B) = P(A)s(A)P(B) = P(A)P(B.
Suy ra hai bién c6 A vi B doc lap. Tuong tu cho cac cip bién c¢b con lai.
2. Ta co:

P(AN(BUQC))=P(ANB)U(ANC))=P(ANB)+P(ANC)—-P(ANBNC(C))
=P(A)[P(B) +P(C) —P(BNC)] =P(A)P(BUC)

Suy ra bién c6 A doc lap vé6i bién c¢6 B U C.

1.5 Phuong phap xac suat

Trong muc nay, ching ta tim hiéu vé Phuong phdp zdc suat dé gidi quyét cac bai toan
trong cac linh viyc khac. Nhitng ting dung dau tién ctia phuong phap nay duya trén nguyén
Iy sau.

Nguyeén lyj 1: Néu bién c6 A c6 xdc suat duong thi bién co nay khong rong, tic la ton
tai cau hinh w € Q sao cho w € A.

Ta sé& ap dung nguyén 1y trén dé tim chin dudi cho chi s6 Ramsey R(k, k). Trudc tien

ta c6 dinh nghia tong quat cho chi sé nay nhu sau.

Dinh nghia 1.5.1. Chi s6 Ramsey R(m,n) la s6 dinh N nhé nhit sao cho khi ta to mau
zanh dé cdc canh noi cic dinh cia do thi gom N dinh mot cach bat ky thi luon cé thé tim
ra m dinh ma cdac canh noi gita ching to xanh hodc n dinh ma cdc canh noi gida ching
to do.

Céc gia tri tuong minh ctia chi s6 Ramsey da tim duge 1a: R(3,3) = 6,$; R(3,4) =
9, R(4,4) = 18. Thong thudng, dé tim chan dusi cho chi s6 Ramsey, ta sé chi ra mot vi
du v6i cach t6 mau cu thé dé khong thda man yéu cau. Vi dy, dé chitng minh R(3,3) > 5
ta c6 cach to mau cac canh ciia do thi gom nam dinh sao cho khong c6 tam gidc c6 ba
canh cung mau nhu sau.

Tuy nhién, v6i sok 16n thi viec xay dung cach to tudng minh 1a rat khé khan. Erdos
vao nhing nam 1950 da dé xuat phuong phap xac suat dé ching minh su ton tai mot cach

t0 mau nhu vay

Dinh 1y 1.5.2. Ta c6 R(k, k) > [2F/2].



CHUONG 1. KHONG GIAN XAC SUAT 19

Hinh 1.3: D6 thi 5 dinh, c4c canh bién t6 do, cac duong chéo to xanh.

Chaing minh. That vay, ta sé chi ra ring v6i N = [2%/2] thi ton tai mot céch t6 mau xanh
hodc do6 cic canh clia mot do thi ¢ N dinh sao cho khong ton tai & dinh ma tat cd céc
canh néi gitta k dinh nay dugce to cing mau (xanh hodc do).

V6i mot canh bat k¥, ta t6 mau né mot cach ngau nhién mot trong hai mau xanh va
do6 v6i cling xac suat 1/2, va cach t6 mau cac canh la doc 1ap véi nhau. Ta xét xac suat
clia bién c6 A: ton tai k& dinh ma cac canh néi cling mau véi nhau. Dé thay A = A, U A,,
trong d6 Ay va A, lan lugt 1a cac bién c¢6 ton tai k& dinh ma cac canh néi ciing mau do
hodc xanh. Véi A, ta ¢o

A, = U Ay, g, . . ., ip),

1<) <io<. .. <ip <N

trong d6 A,(iy,is,...,i) 1a bién ¢ ma cic canh ndi gitta cac dinh iy, 1y, ..., i duge tO

xanh. Do vd6i k dinh ta ¢6 C,? canh néi va viéc t6 mau cac canh la doc lap v6i nhau nén

1\
P(A(iq,d0,...,101)) = <§> .
Suy ra

oz
PSS Pldiiei) = Ch(3)

1<41 < <...<ip <N

Tuong tu, ta cing co

o . 1\
P(Aq) < . Z ' P (Agiy,ia, . .. ix)) = Cy <§> :
1< <i2<... <ip <N

Vay nén

P(A) < P(4,) + P(4,) < 2.C} (%)C .

N
2.C% (5) < 1.

Ta thay ring khi N = |2¥/2] thi
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Khi d6 P(A) < 1 hay la xac suat dé c6 k dinh ma cac canh ndi ciing mau la nhé hon 1,
suy ra khong phai moi cach t6 mau trén do thi N = [2%/2]| dinh déu thoa man tinh chat
trén va do dé sé c6 mot cach t6 mau nao dé ma khong thé tim duge k dinh c6 cac canh

noi cung mau. O

Vi du trén 1a mot trong nhitng vi du khéi dau cho 1y thuyét Do thi ngau nhién. Dang
do thi trén con duge goi 1a mo hinh Erdos-Renyi. Ciing xin luu ¥ doc gid thém rang, cau
héi vé viée cai thien chan dudi ch chi s6 Ramsey R(k, k) theo dang R(k, k) > C.a* véi
a > /2 dén nay van 1a cau héi mé.

Ta xét thém mot s6 vi du minh hoa cho nguyén 1y clia phuong phap xac suat nhu sau.

Vi du 1.5.3 (Ki thi Toan quoc té IMO 1987). Chiing minh rdng ta cé thé to cic sé thudc
tap {1,2,...,1987} bdi mot trong bom mau sao cho moi day cap so cong gom 10 so trong

tap thi khong cung mau vdi nhau.

Chatng minh. To6 mau cic sd mot cach ngau nhién bdi mot trong bon mau véi xac suat
nhu nhau sao cho viéc t6 mau trén cac canh 1a doc lap v6i nhau. Xét bién c6 A thoéa man
ton tai mot day cap sé cong gom 10 sb trong tap dudc to cing mau.

Lay ra 10 s6 xac dinh lap thanh mot cap s6 cong. Xac suat dé 10 sé nay dudce to cling
mau 1a 1/4°.

Bay gio, ta di dém s6 cac day cap s6 cong gom 10 s6 c6 thé. Mot day hoan toan xac
dinh béi u va d véi v 1a s6 dau tien trong diy va d 1a cong sai. Chu y1a 1 < u+9d < 1987
nén 1 < d < 220 va véi mdi d thi ¢6 1987 — 9d s6 u tuong ing nén s6 diy cap s6 cong

thda man la

220

> (1987 — 9d) = 218350.

d=1

Do d6, dé thay
218350
P(A) < n < 1

T dé suy ra DPCM. O
Vi du 1.5.4. Xét Ay, ..., A, la tdap con ciia mot tap cho trudc sao cho vdi moi chi so i

thi tap con A; c6 ding k phan ti. Ching minh ring néu n < 251 thi sé ton tai mot cdch
to mau cdc phan tii trong tap bdi mo trong hai mau zanh va dé sao cho trong cdc tdp con

A;, khong c6 tap con nao co cic phan ti cung mau.

Chiing minh. V6i mot phan ti, ta t6 mau né mot cich ngau nhién mot trong hai mau
xanh va d6 véi cling x4c suat 1/2. Viec t6 mau cdc phan tit 1a doc lap véi nhau.

Dé théay xéc suat dé mot tap con A; cé cac phan tii t6 ciing mau 1a 2~ k-1,
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Ta c¢6 n tap con nén theo bat dang thic chin hop, xac sudt dé ton tai tap con trong

s6 n tap con c6 cac phan tii to cting mau sé khong qua n.2~*=Y < 1. Suy ra PPCM. [

1.6 B0 dé Lovasz dia phuong

Trong céc vi du ciia Muc [L5] ta thiy ring ¥ tuéng chinh 1a ta muén tranh cac bién cé
zau dang A;. St dung bat déng thiic chan hop

va néu nhu

D> P(A) <1, (1.1)

thi ta c6
P(A;N...NA,) >0,

nén theo Nguyéen 1y 1 ctia Phuong phap xéac suit phai ton tai tinh huéng (cau hinh) tranh
dudc tat ca cac tinh chat A;.

Cau héi dit ra la lieu khi bat ding thiic khong con ding (vi du nhu khi n > 21
trong Vi du thi lieu 6 céch ndo dé xit 1y hay khong? Ta xét mot vi du don gian khi
ho bién c¢b Ay, A\, A, 1a doc lap. Khi dé ho cac bién c¢b dbi Ay, ..., A, ciing doc lap. Nen
ta co

P(A;N...A,) =P(4))...P(4,) >0,

néu nhu khong c6 bién ¢d6 A; nao di 16n mot cach tam thuong, theo nghia P(A4;) = 1.
Tuy nhién diéu kién ho tat cd bién c6 dang xét doc lap 1a mot dicu kien tuong doi
ngit. Trong thuc té, ta hay gip hon cadc dang bai toan ma mdi ca thé chi tuong tac véi
mot nhém nhé xung quanh va doc lap véi da sb ca thé khac trong quan the. D6 1a khai
nguon chinh ctia Bo dé Lovasz dia phuong. Trudce khi phat biéu cu thé Bo dé nay, ta c6

dinh nghia sau.

Dinh nghia 1.6.1. Mot bién co A; dudc goi la doc lap vdi mot ho bién co {A;, j € J}

néu vdi moi bo hitu han cdc chi s6 jy,...,j, € J thi

Ta c6 Bo dé Lovasz dia phuong theo hai dang: Tong quat va Déi xitng nhu sau.
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Dinh 1y 1.6.2 (B dé Lovasz dia phuong tong quat). Cho ho bién cé Ay, ..., A,. Vi moi
bién co A;, ki hieu J; la tap l6n nhat gom chi s6 j € {1,...,n} sao cho A; doc lap vdi ho
bién co {4, j € Ji}. Gid su ton tai mot bo so thuc 4, ...,x, véi 0 < z; < 1 sao cho

P(A) <z |] A—z)vi<i<n

J¢Ji,g#i
Khi do .
P(A 0. A) =[] =) > 0.
i=1
Chatng minh. Trudc tién, ta sé chitng minh khang dinh sau: V6i moi tap con S C {1,...,n}

thoéa méan |S| = s < n va moi chi s6 i ¢ S, ta déu c6

JES

Ta sé chiing minh khéng dinh trén bing quy nap theo s. D& thay khang dinh ding véi
s = 0. Gia stt khang dinh da ding v6i moi s’ < s ta sé chiing minh cho s. Ta chia tap S

lam hai phan S; va S, nhu sau
Slz{jESIjGJi}, SQZS\Sl

Theo cong thitc nhan xac suat ta c6

JES — _
Ta c6 danh gia cho tit s6 nhu sau

. A N < . A = N << . — ).
P {Alm (JQ%A]) ij%Aj] <P [Al |ng1AJ] P(A;) << 'J['#'u ;)
JEJi )7

Bay gio ta sé danh gia mau s6. Dat Sy = {j1,...,7,}. Néu r = 0 thl mau s bang 1, va c¢6

thé suy ra khang dinh ban dau. Néu r > 0, stt dung cong thiic nhan xac suat va gia thiét
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quy nap ta co

P{Zjlm...mZM ﬂZk}

_p [zjl N zk} P

keSSt

:<1_p{Aﬁ M&?ﬂ‘D"'(l‘P

>(1—a;)(1—ap) ... (=) > [ (1—).

J¢Jig#i

Thay lai cac danh gi cho ti s6 va mau sé vao cong thiic, ta chiing minh xong khang dinh.
Cudi cting, dé hoan thién chitng minh dinh 1y, ta tiép tuc sit dung cong thiic nhan xac
suat va khang dinh & trén dé c6

=1-P(A-1))(1-P(Ay | A))... (1 —P(A, | AN ... ﬂzn_l))
>(1—z1)(1—a9)...(1 —z,) > 0.
]
Dinh Iy 1.6.3 (Bo dé Lovasz dia phuong déi xing). Cho ho bién c¢6 A, ..., A,. Gid si
rang P(A;) < p vdi moi 1 < i < n. Gid si théem rang ton tai so nguyén duong d sao cho
vdi moi bién co A; thi ton tai it nhat n — 1 —d bién co trong cdc bién co con lai tao thanh
mot ho bién co doc lap vdi A;, hay néi cich khdc, A; phu thuoc vdi khong qud d bién co
khac. Néu nhu
ep.(d+1) <1,
thi ta co
P(A; N...A,) >0.
Chiing minh. Néu d = 0 thi két qua 1a hién nhién vi ho bién c¢6 da cho doc lap. Trong
truong hop d > 0, ta ap dung két qua ctia Bd dé Lovasz dia phuong tong quat véi
! <1
Ty = ——
d+1
va stt dung bat dang thitc (1 —1/(d+1))¢ > 1/e v6i d > 1 dé kiém tra

1 1 1 \¢
(Ai) =p < e(d+1) ~ d+1( d+1) =7 j¢g#( %)
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Ta ap dung Bo dé Lovasz dia phuong cho vi du tuong tu Vi du nhu sau. Cha
¥ ring bai todn nay la cach phat biéu khéc cho bai todn k-SAT ndi tiéng trong linh vitc
Khoa hoc may tinh.

Vi du 1.6.4. Cho mot s6 hu han tdp con cia mot tap cho trude sao cho maoi tap con
c6 it nhat k phan & va moi tdp con cé giao khdc rong vdi khong qud d tap con khdc. Néu
e.(d+ 1) < 281 thy sé ton tai mot cach to6 mau cdc phan ti trong tap bdi mo trong hai
mau zanh va dé sao cho trong cdc tap con dang xét khong cé tap con nao cé cdac phan ti
cung mau.

Chatng minh. Ta t6 mau cidc phan ti mot cach ngdu nhién va doc lap v6i nhau hai mau
xanh va dé véi xac suat deu nhau. Goi A; 1a bién c6 chi tap con thit 7 c6 cac phan tit dude

t6 cling mau. Vi mdi tap con c6 it nhat k& phan ti nén
P(A;) < 9~ (k=1) —

Tu gid thiét da cho, ta c6 e.p(d + 1) < 1 va mdi bién ¢6 A; phu thuoc véi khong qua d
bién ¢6 khac. Do dé, ap dung Bé dé Lovasz dia phuong, ta c6

Theo Nguyén 1y 1 ctia Phuong phap xic suat, ton tai cach to mau thoéa man. O

Trong vi du trén, c6 thé thay rang ta khong can quan tam dén s6 luong tap con nhu &
Vi du ma chi quan tam dén diéu kién e.(d + 1) < 2k=1 (6 thé thay rang dicu kien
nay khong qua chat.

Ap dung B6 dé Lovasz dia phuong ta c¢6 thé dua ra mot chin dudi tét hon cho chi s6
Ramsey R(k, k) so v6i chan dudi 6 Dinh ly nhu sau.

DPinh 1y 1.6.5. Ta c6 R(k, k) > (V2/e)(1 + o(1))k2"/2.

Chaing minh. Ta sé chting minh rang néu

e(l;) (Z B g) 21-(2) < 1, (1.2)

thi R(k, k) > n. That vay, ta sé sit dung B6 dé Lovasz dia phuong cho cac bién cd A; 1a
bién ¢d ma cac canh ndi gita cdc dinh 4y, ..., (c6 dinh) duge t0 cing mau. Vi ¢6 (g)
canh ndi gitta & dinh nén

P(4;) =2'-() = p.
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Tiép theo, v6i mdi bién c6 A; ta xét s6 cic bién c6 ¢6 phu thude véi A;. Dé bién ¢d A; phu
thuoc v6i A; thi phai c6 chung canh, hay néi cach khac phai c6 chung it nhat hai dinh.
Do d6, s6 lugng bién c¢6 A; nhu thé 1a nhé hon han

kN (n—2
> d.
)G2)
Ta viét lai bat dang thiic 1} thanh e.p.(d + 1) < 1. Ap dung BS dé Lovasz dia phuong
va Nguyeén 1y 1 cia Phuong phap x4c suat, ta c6 ciach to mau sao cho khong c6 & dinh ma

cac canh ndi duge to ciing mau. Nén ta c6 chan dudi R(k, k) > n. Thay vao (1.2), ta suy
ra chin du6i tudng minh nhu trong phét biéu cta dinh 1. O]

Ta xét tiép vi du sau.

Vi du 1.6.6 (Ki thi Toan Qudc té IMO 2014). Cho n duong thang trén mdat phdng J vi
tri tong quat theo nghia sao cho khong cé hai duong nao song song va khong cé ba dwong
nao dong quy. Ho n duong thang nhu thé chia mdt phang thanh cic mién. Ta zét cdc mién
bi chan, cé dién tich hiu han. Ching minh ring ton tai s6 ¢ > 0 sao cho ta c¢é thé chon

ra cy/n duong thcfng dé téo xanh sao cho khong c6 mién bi chdan nao bi to zanh cd bién.

Chaing minh. Ta sé chitng minh véi ¢ = (6e)~/2. That vay, chia n dusng théng thanh
cy/n nhém, mdi nhém gom cd /n/c duong thang. Bay gio, tit mdi nhém ta liy ra ngiu
nhién mot dudng thang dé to xanh va viec chon dudng giita cac nhom la doc lap v6i nhau.
Goi cac mién bi chin duge tao ra la Ry, ..., R;. V6i mdi mién R; ta chon trude ¢ dinh ba
dudng bién, va xét bién ¢ A; thoa man ba dudng bien nay déu duge chon ra dé to xanh.
Khi doé

P(A;) < (en™'?)* = p,

cht ¥ ring P(A;) c¢6 thé bang 0 néu nhu hai dudng bién ¢ dinh sdn ndm trong cling mot
nhom.

Bay gio, v6i mdi bién c¢d A; ta dém s6 bién c6 phu thuoc véi A;. Ta thay rang A; lien
quan dén ba duong thing bien dudc chon ra ctia mién R;, va mdi dudng thing tao ra
khong quéa 2n — 2 mién bi chan do ta chi c6 n — 1 doan thang trén dudng thang nay (bo
di hai tia hai bén), va mdi doan tao thanh khong quéd hai mién bi chin tuong ting véi hai

nita mat phang. Do d6, s6 bién c¢6 phu thudc véi A; 1a khong qua

3\/75(2n —2)>d.

V6i cach chon ¢ = (6e)7Y/2, ta c6

ep.(d+1) < e.(cn’l/z)?’.B@(Zn —-2)<1.
c
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Do d6 &p dung Bo dé Lovasz dia phuong, ta suy ra c6 cach chon cy/n dusng dé to6 xanh
sao cho khong c6 mién bi chin nao duge to xanh ca ba dudng bién chon trudc tuong ting,

va suy ra khong c6 mién bi chin nao dudc to xanh kin cac dudng bién. O]

B6 dé Lovasz dia phuong 1a mot cong cu rat manh ctia Phuong phap xac suat. Bo dé
nay con dude ding dé thiét ké cac thuat toan ngdu nhién. Ban doc c6 thé tim hiéu them

trong cudn sach [2]



Chuong 2

Bién ngau nhién va Vector ngau

nhién

2.1 Bién ngau nhién

Sau khi da tim hiéu vé khong gian mau gom céc tinh hubéng c6 thé xay ra va xac suat deé
xay ra nhu trong Chuong 1, diéu tir nhién ta quan tam tiép theo 1a gia tri clia tiing tinh
huéng. Mot vi du ta hay gip la trong céc tro choi may rii, x6 sé véi phan thudng tuong
ing v6i cac giai. Day la khéi nguon cho khai niém vé bién ngau nhién. Ta c¢6 dinh nghia

mot cach chinh xac nhu sau.
Dinh nghia 2.1.1. Ham thuc X : Q — R duoc goi la F-do duge hay bién ngau nhién néu
X YB):={w: X(w) € B} €F vdi moi B € BR).

Dé kiém tra mot ham X : Q — R c6 phai la bién ngdu nhién, ta c6 két qui sau.
Dinh 1y 2.1.2. Gid st X : Q — R. Khi dé cdc khing dinh sau la tuong duong

1. X la bién ngau nhién.

2. {w: X(w) <a} € F vdi moi a € R.

3. {w: X(w) <a} € F vdi moi a € R.

4. {w: X(w) € [a,b]} € F vdi moi a,b € R.

5. {w: X(w) € (a,b)} € F vdi moi a,b € R.

Ta c6 vi du vé hai dang bién ngau nhién sé dudc sit dung nhiéu & cac phan sau.

27
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Vi du 2.1.3. Vi méi tap A € T ta c6 thé dinh nghia bién ngau nhién ham chi béo I4

nhu sau

1l néuw € A,
La(w) = )
0 néeuw ¢ A.
Tong qudt hon, zét ho hitu han cdc bién cé Ay, ..., A, va cdc s6 thuc 1, ..., T, vdi Moi i,

ta c6 bién ngau nhién don gian
X(w) = Z zill4, (w).
i—1

Vai tro ctia bién ngau nhién duge thé hién qua két qua sau vé cau tric clia bién ngau

nhién.

Dinh ly 2.1.4. Néu X la bién ngdu nhién khong am thi ton tai day bién ngau nhién don
gidn X,, sao cho X, 1 X. Con khi X la bién ngdu nhién tong qudt thi ton tai day bién
ngau nhién don giin X,, sao cho X,(w) = X(w),Vw € Q.

Chitng minh. Gia st X > 0. V6i moi n > 1, dat

ko4 k k1 n
X, () = o= neu o < X(w) < 54, Ve e {0,1,...,n2" — 1}
n néu X (w) > n.

Khi d6 (X,,) 1a day bién ngiu nhién don gidn va X,, + X.
Trong truong hop tong quat, ta viet X = Xk — X—. Do X+ va X~ 1a hai bién ngau
nhién khong am nén ta cé thé sap xi qua day cac bién ngau nhién khong am don gian. Tit

dé6 ta c6 day bién ngau nhién khong am sap xi cho X. O
Khi ta tac dong ham vao mot ho cac bién ngau nhién sé duge mot bién ngau nhién

mai

Dinh nghia 2.1.5. Ham ¢ : R — R dugc goi la ham Borel néu p~1(B) € B(R?) vdi

moi B € B(R).

Dinh 1y 2.1.6. Gid st X,,..., Xy la cdc bién ngau nhién cung xdc dinh trén khong gian
do (0, F) va ¢ : RY — R la ham Borel. Khi dé Y = o(Xy,...,Xy) ciing la mot bién ngau
nhién.

Heé qua 2.1.7. Cho hai bién ngau nhiénX vaY. Khi dé XY, XY, XAY, X VY, | X|, X T :=
XV0,X" =(-X)V0wva X/Y (néuY #0) cing la cac bién ngdu nhién.
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Nhu vay ta thay ring tap cac bién ngau nhién 1a déng kin ddi v6i cdc phép toan sb

hoc thong thuong, va la mot khong gian vector.

Dinh 1y 2.1.8. Gid st (X,,),>1 la day bién ngdu nhién. Khi dé cic dai lugng sup,, X,

inf, X, limsup, X,,, liminf, X,, cing la cdc bién ngdu nhién néu ching la hitu han.

Tré lai véi dinh nghia ctia bién ngau nhién, ta thiy ring dé théa man tinh do dudc, c6
doi khi cau tric topo ciia F 1a qué 16n va khong thuc sy can thiét. Diéu d6 dan dén dinh

nghia sau.

Dinh nghia 2.1.9. Cho bién ngau nhien X : (Q,F) — (R, B(R)). Ta dinh nghia o-dai
s6 sinh bdi X, ki hiéu la 0(X), la o-dai s6 sinh bdi cdc tdp

X Y(B):={w: X(w) € BY €A wvdi moi B € B(R).

Dé thay rang o(X) 1a mot o-dai s6 con clia F va 1a o-dai s6 bé nhat tren  dé X van
théa man tinh do duge. o(X) sé chita dung cac thong tin vé bién ngau nhien X, vi du nhu
o(X) = {0,Q} 1a o-dai s6 tam thuong néu nhu X bing hing s6, hay o(X) = {0,Q, A, A}
néu nhu X 1a ham chi bao I4, hay X chi nhan hai gia tri phan biét.

Dinh 1y 2.1.10. Gid st X la bién ngdu nhién trén (Q,F) va Y la dnh za tu Q vao R. Khi
do Y la o(X)-do dugc khi va chi khi ton tai ham Borel ¢ : R — R sao cho Y = p(X).

Chitng minh. Diéu kién du 1 hién nhién. Ta chiing minh diéu kién can. Trudc tien gia sit
Y 14 bién ngdu nhién don gian nhan cac gia tri 1a 1,42, . . ., Y. Do Y 1a o(X)-do duge nén
cac tap A; = {w : Y(w) = y;} € 0(X). Theo dinh nghia ctia o(X), ton tai day B; € B(R)
sao cho A; = XY B;),Vi=1,...,n. Suy ra

Y = iyiﬂAi = iyiHBi oX =polX,
i=1 i=1

v6i ham ¢ = > y;Ip, 1a ham do dugc.

Trong trudng hgp tong quat, theo Dinh i m ton tai day ham roi rac Y, 14 o(X)-do
duge va hoi tu dén Y. Vay nén ton tai cac ham Borel ¢, sao cho Y, = ¢, (X). Xét ham
¢ : R — R nhu sau

limep,, () néu gi6i han ton tai,
p(x) =4 "> ‘
0 neu ngugc lai.
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Ta ¢6 ham ¢ nhu trén 1a ham Borel. V6i moi w € €2, do ¢,(X(w)) = Y, (w) — Y(w)
nén
X(w) € {z e R: Jlimp,(z)}.
Suy ra Y = ¢(X). O

Dé két thiic muc nay chiing ta dua ra dinh nghia hdu chdc chin (almost surely). Day
12 khai niém quan trong trong Ly thuyét xac suat, va 1a cach goi khéac cho khai niém hau
khdp noi trong Ly thuyét do do.

Dinh nghia 2.1.11. Mot bién co hay mot tinh chat duge goi la xdy ra hau chdc chdan néu

c6 Tdc suat bang 1.

Dinh nghia 2.1.12. Cho hai bién ngau nhién X va Y cung zdc dinh trén mot khong
gian zdc suat (Q, F,P). Hai bién ngau nhién duoc goi la bang nhau hau chdc chan, ki hiéu
X =2Y, néu

Plwe: X(w)=Y(w)) =1

2.2 Phan phéi ctia bién ngau nhién

2.2.1 Dinh nghia

Dinh nghia 2.2.1. Cho bién ngau nhién X : (Q,F,P) — (R,mB(R)). Khi dé ta cé thé
dinh nghia mot do do px trén (R,mB(R)), dugc goi la phan phoi cia X, nhu sau

px(B) =P(XY(B)), VB € mB(R).

C6 thé noéi rang khai niem phan phdéi nhu trén la khai niém trong tam va cin ban cla
bién ngau nhién. N6 cho phép ta quén di khong gian xac suat (Q, F,P) tritu tugng dé lam
viéc trén mot khong gian quen thuoc va c6 nhiéu tinh chéat dep 1a tap s thuc. Do d6 trong
cac phat biéu vé sau, ta chit yéu phét biéu bién ngau nhién kem theo phan phéi va thuong

khong nhic dén khong gian xac suat, trit truong hgp can thiét.

Dinh nghia 2.2.2. Cho hai bién ngdu nhién X va'Y cé thé zdc dinh trén hai khong gian
zdc sudt khac nhau. Hai bién ngau nhién dudc goi la c¢6 cing phan phoi, ki hicu X —< Y,
néu

px(B) = py(B), VB € mB(R).

Tiép theo ta c6 dinh nghia vé ham phdn phoi ciia mot bién ngau nhién nhu sau.
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Dinh nghia 2.2.3. Ham phan phoi bién ngau nhien X dugc xdc dinh bdi
Fx(z)=PX <z], VzeR

Tuong tir nhu Dinh 1y [1.2.16, ta thay rang ham phan phdéi xac dinh duy nhat do do
phan phoi tit két qua sau.

Dinh 1y 2.2.4. Cho hai do do py va po trén (R,mB(R)) sao cho
pa[(=00, 2)] = pa[(—o00, z)], Vo € R.
Khi do, py = po theo nghia
in(B) = p(B), VB € mB(R).

Tt dinh 1y trén, dé nghien citu vé phan phéi ciia bién ngau nhién, ta sé tap trung tim

hiéu vé ham phan phdi. Haim phan phéi c¢6 céc tinh chat nhu sau.
Meénh dé 2.2.5. 1. F don diéu ting;

2. F lién tuc trdi va cé gidi han phdi tai moi diém;

3. lim, o F(z) =0, lim, o F(z) = 1.

4. Néeuz <y thi Fly) — F(z) =Plz < X <y|;

5. P(X =) = px({z}) = lim Fy (2) — Fx(x).

Ménh dé 2.2.6. Cho ham s6 F : R — [0,1] théa man ba tinh chdt 1.-3. ciia Ménh dé
trén. Khi dé ton tai mot bién ngau nhién X sao cho F la ham phan phoi cia bién ngdau

nhién dé, hay la F(x) = px[(—o0,x)], vdi moi x € R.

Tiép theo, ching ta tim hiéu cac phan phdi quen thuoc duge chia theo hai dang: roi

rac va lién tuc.

2.2.2 Bién ngau nhién rdi rac
Mé rong khai niem vé bién ngau nhién don gian, ta c6 dinh nghia sau vé bién ngau nhién

roi rac.

Dinh nghia 2.2.7. Bién ngau nhién X duoc goi la c¢é phdan phoi roi rac néu tdp cdc
gia try ma X co thé nhan duoc cé luc lugng khong qud dém dugc. Goi tap gid tri nay la
{z1,79,...}. Khi d6, phan phoi ciia X dugc cho bdi bang phan phdi nhu sau
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X‘xl Tog ... Tp

P‘pl P2 ... DPn

trong dé p; = P(X = x;) chinh la zdc suat twong ing dé X nhan gid trj x;.
Chu ¥ ring céc xac suat p; la cac s6 khong am va cé tong Zpl- = 1. Khi d6, ham

phan phéi ctia X ¢6 biéu dién

Fx(a) =PX <a] = Zpi.

ri<a
Theo biéu dién do thi ta thay ham phan phéi Fy c6 dang ham bac thang. Ta ciing c6 thé
ding tinh chat nay ctia ham phan phdi dé dinh nghia cho bién ngiu nhién i rac.
Sau day ta liet ké mot s6 phan phdi lien tuc tuyét déi thuong gap nhat.
Phan phdi déu trén tap gia tri hitu han

Cho bién ngau nhién X chi c6 thé nhan gia tri trong tap hitu han 1a {zy,...,z,}. Khi do

ta n6i X c6 phan phoi déu trén tap gid tri néu

Day 1a phan phéi ta hay diing trong cac bai toan thong ké thiic nghiém.

Phan phdi Rademacher

Bién ngau nhién X c6 phan ph6i Rademacher néu X chi nhan mot trong hai gia tri 1 va
—1 v6i xac suat bang nhau 1/2.

Phan phéi Bernoulli Ber(p)

Cho p € [0,1]. Bién ngau nhien X dugc goi la ¢6 phan phdi Bernoullivéi tham sb p, ki
higu 1a X ~ Ber(p)), néu X chi nhan mot trong hai gia tri 1 va 0 v6i xac suit tuong tng
1a p vd 1 — p. Ta c¢6 bang phan phoi

X[ o 1
P‘l—p D

Phan phdi Bernoulli Ber(p) tuong ting véi viéc tung dong xu, néu ra ngita thi ki hig¢u
gia tri 1 v6i xac suat p, con lai néu ra sap thi ki hiéu gia tri 0 véi xac suat 1 — p. Ngoai
ra, goi A C 2 1a bién ¢6 X = 1 thi ta c6 biéu dién X = I4 1& ham chi bao ctia bién c6 A.
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Phan phéi nhi thitc B(n,p)

Cho p € [0, 1] 1a x4c suat thanh cong ctia mot 1an lam phép thit. Ta thiyc hien phép thit
n lan khac nhau. Khi d6, bién ngau nhién X dém s6 lan thanh cong trong s6 n lan lam
phép thit sé c6 phan phdi nhi thiic v6i hai tham s6 p va n, ki hieu X ~ B(n,p). Cu thé,

X nhan cac gia tri 0,1,...,n v6i xac suat tuong dng

P(X =i) = (7;>pi(1 )" Yi=0,1,...,n.

Phan phbi Poisson Poi())

Gia st A > 0. Bién ngau nhien X dugc goi 1a ¢6 phan phoi Poisson véi tham s A néu X

nhan cac gia tri nguyén khong am 0,1, ... v6i x4c suat tuong tng
)\Ic
pr(X =k) :e_’\g, Vk=0,1,....

Phan phéi Poisson biéu dién s6 lan quan sat thay mot hién tuong theo déi trong mot
don vi thoi gian. Tham s6 A tuong ting vdi tan suat xuat hién ctia hién tuong, A cang 16n

thi ta cang c6 co hoi quan sat duge nhiéu lan.

Phan phéi hinh hoc Geo(p)

Cho p € [0,1] 1a x4c suat thanh cong ctia mot lan lam phép thit. Ta lién tiép thuce hién
phép thit nhiéu lan cho dén khi thanh cong thi dimg lai. Khi d6, bién ngau nhien X dém
s6 lan thyce hién phép thit cho dén khi dimg lai ¢6 phan phdi hinh hoc véi tham s6 p, ki
hieu X ~ Geo(p). Cu thé, X nhan cac gia tri nguyen duong 1,2, ... v6i x4c suat tuong
uing

pr(X =k)=p(l—p)* T VE=02,1,....

Ménh dé 2.2.8. Néu bién ngau nhién X cé phan phoi hinh hoc Geo(p) thi X c6 tinh chdit
thiéu tri nhé theo nghia

P(X >k+n|X>n)=PX >k), Vkn >0

2.2.3 Bién ngau nhién lién tuc

Dinh nghia 2.2.9. Bién ngdau nhien X dudc goi la cé phan phoi lien tuc tuyét doi vdi

ham mat do fx néu

Fx(a) =P[X <a] = /_a fx(x)dz, VaeR.
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Ta c6 thé thay ring ham mat do la dao ham ctia ham phan phdi. Ham mat do thoa

méan cac tinh chat sau day.
1. f(z) >0 v6imoiz € Rva [T f(z)de = 1.
2. Pla < X <b] = f:f(x)dx v6i moi s6 thuc a < b. Hon nita, v6i moi tap Borel
A€ B(R) ta co
PX € A] = / f(z)dz. (2.1)
A

Ta c6 thé suy ra rang X c6 phan phdi lién tuc tuyét déi thi P[X = a] = 0 v6i moi a € R.
Ta goi tinh chéat nay 14 khong nhan (nonatomic). Day 1a mot sut khéc biét gitta phan phoi
lien tuc va phan phéi rdi rac.

Sau day ta liet ké mot s6 phan phéi lién tuc tuyét doéi thuong giap nhat.

Phan phéi déu Ula, b]

V6i moi cap sé thuyc a < b, bién ngau nhien X dugc goi 1a c¢6 phan phoi déu trén doan
[a,b], ki hi¢u 1a X ~ Ula,b], néu X nhan gia tri thuoc doan [a,b] va c6 ham mat do
1
—  I,u(a).
fx(z) A 4(x)

Ham phan phdi ctia X 1a

0 néu r < a,
Fx(z) = ¢ qpéua <z <D,
1 néu x > b.

Phan phéi mit Exp()\)

Gia st A > 0. Bién ngadu nhién X dudc goi 1a c6 phan phoi mi véi tham sd A, ki hieu 1
X ~ Exp()\), néu X nhan gia tri trén tap (0,00) c6 ham mat do
fx(z) = Ae™ T (g,00) ().
Ham phan phéi ciia X 1a
Fx(x)=(1- e_m)]l(o’oo) ().
Phan phoéi mii thudng ding dé mé hinh héa cho tudi tho clia ngudi, sinh vat, méy
moc,... 0 day tham s6 \ biéu dién cho tudi tho binh quan.

Tuong ty nhu phan phéi hinh hoc, phan phdi mii cling théa man tinh chat thiéu tri
nhd.
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Ménh dé 2.2.10. Néu bién ngdu nhién X c6 phan phoi mi Exp()\)) thi

PX>t+s|X>s)=P(X >s), Vt,s > 0.

Phan phdi chuan N(a, 0?)
Bién ngau nhien X dugc goi 1a c¢6 phan phdi chuan v6i tham s6 a,0? (o > 0), ki higu la
X ~ N(a,c?), néu ham mat do ctia n6 c6 dang

1 (z=a)®
fx(z) = e 22, zelR

V2mo?

Khi a = 0 va 0% = 1 thi phan phdi chuan N(0, 1) dugc goi 1a phan phéi chuan tdic.

Ménh dé 2.2.11. 1. Néu X ~ N(0,1) cé phan phéi chuan tdc thi a+ocX ~ N(a,o?).

) Y, . e
2. Nguoc lai, néu'Y ~ N(a,0?) thi — c6 phan phéi chuan tac (~ N(0,1)).
o

Phan phéi Gamma $(a, p)

Bién ngau nhién X dugdc goi 1a ¢6 phan ph6éi Gamma véi tham s6 «, p (o, p > 0), ki higu

la X ~ G(a, p), néu ham mat do ctia n6 c6 dang

apxp—le—ax

fx(z) = TG

]I(O,OO) (x)7
trong d6 I'(p) = [~ a? e “dx.
Phan phéi mil 1a truong hop didc biét ctia phan phdi Gamma khi p = 1. Phan phoi

S(3, %) dugc goi 1a phan phoi khi binh phiuong v6i n bac tu do (viét goi la x*(n)).

2.3 Ki vong va moment ctia bién ngau nhién

2.3.1 Giéi thiéu

Trong muc nay ta sé tim hiéu vé ki vong vi moment ciia bién ngdu nhién. Day la cac dai
luong quan trong clia mot bién ngau nhién. Trudc tién, ching ta sé trinh bay cach xay
dung ki vong. Nhu chiing ta da biét bién ngau nhién X la ham sé do dugc trén khong gian
do duge (2, F) véi do do xac suat P, nén ta c6 thé dinh nghia tich phan dang Lebesgue

cia X trén khong gian nay. Mot cach hinh thiic ta c¢6 dinh nghia ctia ki vong nhu sau.
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Dinh nghia 2.3.1. Ki vong ctia bién ngau nhién X : (Q,F) — (RB(R)), ki hicu la EX,
duoc zac dinh nhv sau
EX = / X (w)dP.
Q

Cach xay dung ki vong mot cach chinh xac sé duge tinh bay chi tiét trong muc sau.
Cach xay dung giong nhu cach dinh nghia tich phan Lebesgue cho ham do dugc thong

qua cac bude sau:
e Budc 1: dinh nghia cho bién ngau nhién (ham) don gian.
e Budc 2: dinh nghia cho bién ngdu nhién (ham) khong am 1a gidi han ctia day cac ki
vong cac bién ngau nhién khong am don gian.
e Budc 3: dinh nghia cho bién ngdu nhién (ham) tong quat dua vao phan tich X =
Xt —X".

Sau khi da dinh nghia duge ki vong ca bién ngdu nhien X. Ta c¢6 thé xac dinh moment
va cac dai luong khac ctia X nhu 1a ki vong cia mot bién ngiu nhién méi duge xac dinh

bing cach tac dong ham vao bién ngau nhién X da cho. Cu thé, ta c6 céc dinh nghia sau.
Dinh nghia 2.3.2. Cho bién ngau nhien X. Ta c6 cic dai hiong sau

1. Véi moi € N, moment bac k cia X la EX*.

2. Vi moi € N, moment quy tam bac k cia X la E(X — EX)*.

3. Ddc biét, moment quy tam bac 2 con duge goi la phuong sai (variance, dispersion)
cia X,
Var(X) = E(X —EX)% (2.2)
Ta con c6 thé ki hiéu phuong sai la DX .

4. Do lech chuan ciia X bing can ctia phuong sai cia X, ox = /E(X —EX)2.

X -EX\’ X -EX\’

(5) (5]

Ta chi ¥ rang véi do do xac suat thi P(Q) = 1, tidc la tong trong bang 1. Do do, tit
dinh nghia ctia ki vong, ta c6 nhan xét rang

Ki vong chinh la gid tri trung binh!

Ta sé tim hiéu ki hon nhan xét nay trong Muc . Ciing v6i cach hiéu nhu trén, tit
dinh nghia cua phuong sai, thi phuong sai la dai lugng do miic do tap trung quanh
gia tri trung binh.

5. Do bat dbi xing cia X laE .item Do nhon cia X la E
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2.3.2 Xay dung ki vong
e Trude hét ta xay dung ki vong ciia bién ngau nhién don gian.

Dinh nghia 2.3.3. Gid st X la bién ngdu nhién don gidn cé biéu dién
X =) aly, (2.3)
i=1

vdi a; € R va A; € F vdi moii =1,...,n. Ki vong ciia X (hay tich phan cia X doi vdi
do doP) la

i=1

Ki hiéu tap cac bién ngau nhién don gidn 1a £, = £,(Q, F,P). Ta c6 L, 1a mot khong
gian vector tuyén tinh.

That vay, xét hai bién ngdu nhien X va Y 1a thudc £,. Khi dé ta c6 thé biéu dién ca
X va'Y 6 dang v6i cing mot phan hoach {A4;,1 < i < n} cta Q trong A

X = zn:aiHAi, va Y = Zn:bl]l,ql
i=1 i=1

Ta ¢6 v6i moi «, 5 € R,
aX + Y = Z(aai + Bb;)14,.
i=1

Vay nén aX + BY ciing thuoc £,. Ngoai ra, tit bieu dién tréen, ta c6
E(aX 4 8Y) = aEX + SEY.

Nhu vay toan tit ki vong E c6 tinh chat tuyén tinh. Ta cling thay ring néu X <Y, tic la
a; < b; v6i moi ¢ =1,...,n thi ta cing ¢c6 EX < EY.

e Tiép theo ta xay dung ki vong ctia bién ngau nhién khong am. V6i moi bién ngau
nhién khong am X ta dat

EX =sup{EY : Y don gian va 0 <Y < X}. (2.4)

Dé thay supremum trén luon ton tai va thuoc [0, 00]. Dé don gian héa cach tinh ki vong

clia bién ngau nhién khong am, ta c6 ménh dé sau.

Meénh dé 2.3.4. Gid st X la bién ngdu nhién khong am va (X, )n>1 la day bién ngdu
nhién khong am don gidn tang dan téi X. Khi dé EX,, T EX.
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Chitng minh. Ta ¢6 (EX,)n>1 12 day tang va bi chan trén béi EX. Tit Dinh nghfa[2.4] suy
ra (EX,,),>1 hoi tu t6i a < EX. Néu a = oo thi ta da ching minh xong. Do d6 tiép theo
ta chi xét a < oco. Dé ching t6 a = EX ta chi can chi ra ring v6i moi bién ngdu nhién
don gidn Y théa man 0 <Y < X ta déu c6 EY < a.

That vay, gia st Y nhan m gia tri khac nhau yy,...,yn. Dat Ay = {w : Y(w) = yi}.
V6i méi e € (0,1], xét day bién ngau nhien Y, . = (1 — €)YT;1_ogv<x,3. Ta c6 Y, 1a bién

ngau nhién don gian, Y, . < X,, nén
EY, . <EX, < a véi moi n. (2.5)

Lai do Y < lim,, X,, nén v6i moi w € ), ton tai n = n(w) sao cho (1 — €)Y (w) < X,,(w),
tic la A N{w: (1 - €)Y (w) < X, (w)} — A khi n — co. Theo Dinh li 77,

EY,.=(1—¢) Zm:ykP(Ak NI - gy < X,])
— (1—¢) iykP(Ak) = (1—¢)EY, khin — oco.

Két hop véi (2.5) ta co (1 — €)EY < a v6i moi € € (0,1], tic 1a BY < a. O

e Cudi cuing, ta dinh nghia ki vong cho bién ngau nhién bat ki. Nhu da gi6i thieu
trén, ta c6 biéu dién
X=X"-X".
Do X+ va X~ déu la cac bién ngiu nhién khong am nén ta c6 thé dinh nghia duge ki
vong clia ching. Trong truong hgp c6 it nhat mot trong hai ki vong EX ™ va EX ~ 14 hitu
han thi ta c6 thé dinh nghia
EX =EXT -EX".

2.3.3 Khong gian LP(Q, A, P)

Trong truong hop ca hai bién ngau nhien X+ va X~ déu c6 ki vong hitu han, thi thay vao
cong thiic ta c6 ki vong ctia X ciing hitu han. Ta goi cac bién ngau nhién c6 ki vong hitu

han nhu vay 1a bién ngau nhién kha tich theo dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 2.3.5. Bién ngau nhién X dudc goi la kha tich néu E(|X]|) < oo. Khi dé, ki
vong cua X la

EX = E(X*) — E(X™). (2.6)

Dinh nghia 2.3.6. Trén khong gian wdc sudat (Q, F,P), ta dinh nghia cic khong gian ham
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1. LYQ, F P) (viét tat la LY ) gom cdc bién ngau nhién X khd tich, hay la théa man
E(|X]) < 0.

2. Mot cach tong quat, vdi s6 p > 0 cho trude, LP(Q,F,P) (viét tat la LP ) gom cic
bién ngau nhién X khd tich bac p, hay la théa man E(]X|P) < oco.

Dinh 1y 2.3.7. 1. L' la khong gian vector va ki vong la ki vong la todn ti tuyén tinh
tréen L1, tite la vdi moi X, Y € LY va o, B ER ta c6 aX + BY € LY va

E(aX 4 8Y) = aEX + GEY.

2. Neu0< X<YwaYel'th XellvuEX <EY.
Ta ¢6 hé qua nhu sau.
Heé qua 2.3.8. 1. NéuY € L' va bién ngau nhién X théa man | X| <Y thh X € L.
2. Neu X >0 h.c.cva E(X) < oo tht X < 0o h.c.c.
3. NeuE(]X]) =0 thi X =0 h.c.c.
4. Néu VarX =0 thi X =EX h.c.c.

Dinh 1y 2.3.9. Néu hai bién ngau nhién khd tich X va'Y bang nhau hav chdc chin thi
EX =EY.

Cht ¥ rang quan hé biang nhau hau chic chin 14 quan hé tuong duong, nén ta c6 thé
xét khong gian thuong L' ctia khong gian £1.

Néu bién ngau nhien X kha tich binh phuong, tic X € L2, ta c¢6 dinh nghia phuong
sai cia X nhu trong cong thic . Tt tinh tuyén tinh ctia ki vong, ta c6 cac tinh chat

sau cua phuong sai.
Ménh dé 2.3.10. Cho bién ngau nhien X € £2, khi dé
1. DX =EX? — (EX)%

2. Véi moi s6 thuc a,b € R thi D(aX + b) = a®?DX.
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2.3.4 Dinh li giéi han

Dinh ly 2.3.11 (Dinh Ii hoi tu don dieu). Gid s day bién ngau nhién (X,),>1 la khong
am va tang hce tor X, khi do lim,_,., EX, = EX (ké cd khi EX = 00).

Chitng minh. V6i méi n goi (Y, )k>1 12 day bién ngdu nhieén don gian tang t6i X, va dat
Zr = max, <y Yy 5. Khi d6 (Z;)>1 14 day khong gidm céc bién ngau nhién don gian khong

am vay nén ton tai Z = limy,_,o Z;. Lai ¢6
Yur SZ <X Vn<k

nén cho k£ — oo ta duge
X, <Z <X hce

Tiép theo cho n — oo ta duge Z = X hee. Do ki vong 1a toan ti duong, ta co
C6 dinh n va cho k — oo, theo Ménh dé ta duoc

EX, <EZ < lim EX}.

k—o00

Lai cho n — oo ta dude
lim EX,, <EZ < lim EX,.

n—00 k—o0
Do biéu thitc tan cling bén trai va phai ciia cong thitc trén 1a bing nhau, X = Z hce, ta
dude diéu phai chiing minh. O

Heé qua 2.3.12. Cho bién ngau nhién khd tich X € L'. Khi dé
lim E(XLxoar) = 0.
Chiing minh. Do X € L' nén E|X| < oo. Xét day bién ngau nhién
Xor = | X [T <ar-
D& théy day nay khong am va tang h.c.c dén | X|. Ap dung Dinh ly hoi tu don diéu, ta c6
EX, = E(IX[Ix<m) — E|X].
Suy ra E|X| — EX,, = E(|X|Lx|>m) — 0. O

Tt day ta c6 tiu chuan kiém tra tinh kha tich ctia bién ngdu nhién nhu sau
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Dinh 1y 2.3.13. Bién ngau nhién X khd tich khi va chi khi P(|X| = oo) = 0 va vdi
moi € > 0 ton tai . > 0 sao cho vdi moi bién co6 A € F théa man P(A) < b ta deu co
E(|X|I4) <e.

Chiing minh. Ta c¢6
E(IX[La) = E(IXbLx150) [1a) + E(X L x<0)la) < VE([X T xp500)) + MP(A).

Do d6 khi X kha tich ta c6 thé chon M du 16n sao cho bE(|XbI x=ar)|) < €/2 va khi ¢6
dinh M xong ta chon §. = €/(2M).

Dé chiing minh chiéu ngugc lai ta xét day bién cb
A, ={wew: [ X(w)|>n}.
Day 1a day bién c6 gidm nén ta co

lim P(4,) = P( 1) An) = P(|X] = 00) = 0.

n—oo

Do d6 ¢6 dinh e, ton tai n dé P(4,,) < 6. Suy ra
ElX| =E(|X|Ix<m) +E(X|I4,) <n+e < oo.
]

Dinh ly 2.3.14 (B6 dé Fatou). Gid st day bién ngau nhién (X,,) théa man X, > Y h.c.c
vdi moin vaY € L' nao dé. Khi do

E(liminf X,,) < liminf EX,.

n—o0 n—oo

Chitng minh. Truée hét ta chiing minh Dinh 1f cho truong hgp Y = 0. Dt Y, = infys,, X
Ta ¢6 (Y,) 1a day bién ngau nhien khong giam va

lim Y,, = liminf X,,.

n—oo n—oo

Do X,, > Y, ta c6 EX,, > EY,,. Ké hgp véi dinh 1i hoi tu don diéu cho day Y,,, ta dudc

liminf EX,, > lim EY, = E(lim Y,,) = E(liminf X,,).

n—o0 n—oo n—oo n—oo

Truong hop tong quat suy ra tit viec 4p dung két qua vita chiitng minh cho day bién ngau
nhien khong am X, := X,, — V. O
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Dinh 1y 2.3.15 (Dinh 1{ hoi tu bi chiin Lebesgue). Gid st day bién ngau nhién X,, hoi tu
hee dén bién ngau nhién X wva ton tai Y € L' sao cho | X,| <Y hee. Khi dé X, X,, € L
va

lim E(|X, — X|) = 0.

n—oo
Chitng minh. Vi |X| <Y nén X € L' Dat Z, = | X, — X|. ViZ, >0va -2, > -2Y,
ap dung B6 dé Fatou cho Z, va —Z,, ta dudc

0 =E(liminf Z,) <liminfEZ, <limsupEZ, = —liminf E(—-Z,,) < —E(liminf(—-Z,)) = 0.

n—oo n—o0 n—oo n—oo n—o0

Vay lim,, . EZ, = 0 hay lim,,_,., E(|X,, — X|) = 0. O

2.3.5 Mot sé bat dang thiic
Trong muc nay ching ta trinh bay mot sé bat dang thic lien quan dén ki vong ciia bién

ngau nhién. Dau tién 1a ba bat ding thic Markov, Chebyshev va dang mii. Day 1a ba bat
dang thitc thong dung, sé duge sit dung nhidu § Chuong 3.

Dinh ly 2.3.16. 1. (Bdt ddang thic Markov) Gid sit X € L', khi dé vdi moi a > 0,

p(1x 2 o) < XD

2. (Bat dang thitc Chebyshev) Gid st X € L?, khi dé vdi moi a > 0,

DX
P(IX —EX|>a) < —
a

3. Cho trudc sé thuc a € R, khi dé vdi moi 0 > 0,
P(X > a) < e E(X).

Chitng minh. 1) Do alfjx>q(w) < |X(w)|Ifxsa(w) < [ X (w)] v6i moi w € Q. Lay ki
vong hai vé ta duge aP(|X| > a) < E(|X]).
2) Ap dung Bat ding thitc Markov, ta c6
D
P(|X —EX|>a) =P(|X —EX|* > a®) < —-.
a
3) Ta c6 cic bieu dién bién ¢d nhu sau
{X >a} ={0X > a} = {"* > ).

Ap dung bat ding thic Markov cho bién ngdu nhien X ta c6 DPCM. O
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Tiép theo ta co cac bat dang thic Cauchy-Schwarz, Holder, Lyapunov, Minkowski va

Jensen. Trudc tién ta c6 dinh nghia chuan bac p nhu sau.

Dinh nghia 2.3.17. Cho bién ngau nhién X € LP(w,F,P). Khi dé, chuan bac p cia X
dugc dinh nghia nhu sau
1X 1, = (EIX[P)2.

Dinh 1y 2.3.18 (Bat dang thiic Cauchy-Schwarz). Cho hai bién ngau nhién X,Y € L2
Khi do
B|XY]| < VEXZEY? = | X[V

Ching minh. St dung bat dang thiic so cap 2|ab|] < a® + b?, thay

X b Y
a = T g T~
X ]2 1Y (|2
khi hai chuan nay duong va hitu han, va lay ki vong hai vé. O

Tit bat ding thitc Cauchy-Schwarz, xét Y (w) = 1 Vw € €, ta c6 hé qua sau.
Hé qua 2.3.19. Ta cd
1. (E|X])? < EX2
2. Néu X € L% thy X € L', hay khong gian £? la khong gian con clia khong gian L.
3. L% la mot khong gian vector: néu X,Y € L% va o, f € R thi aX + BY € L2,

Dinh 1y 2.3.20 (Bat dang thic Holder). Cho hai sé thuc p,q > 1 sao cho
1 1
-4 - = 17
p 4q

va hai bién ngau nhién X € LP va Y € L. Khi dé
EIXY| < [[X][plIY [lg-

Chitng minh. St dung bat dang thitc Young

p bq
M—|~uZ|OLb|7
P q
thay
X Y
X127 Y2

khi hai chuan nay duong va hitu han, va lay ki vong hai vé. O
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V6i p = ¢ = 2, ta suy ra lai bat déng thitc Cauchy-Schwarz. Ngoai ra cho Y =1 h.c.c,
X = |Z|* va p = t/s v6i hai s6 thuc duong 0 < s < ¢, tit bat dang thiic Holder ta c6

E|Z|* = EB|IX| < || X[l, = (E|Z])*",
véi didu kien Z € £!. Viét lai bat ding thic tren ta co

Dinh 1y 2.3.21 (Bat dang thic Lyapunov). Cho bién ngau nhién Z € L. Khi dé, vdi
mot 0 < s < t,
X ls < [1X]1e.

Suy ra £t la khong gian con cia £°.

Dinh 1y 2.3.22 (Bat dang thiic Minkowski). Cho s6 thic p > 1 va hai bién ngau nhién
X, Y e LP. Khi do X +Y € LP va

X+ Y < IX[p + Y]],
Chitng minh. Véi p = 1 dé thay két qua ding. V6i p > 1, 4p dung bat ding thiic so cap
(a+Db)P <2771 (a? + V), Vp>1,a,b> 0,
ta suy ra X +Y € LP. Ngoai ra, ta c6
E|X +YP=E(|X +Y||X +Y]!)
<E(IXIX + Y[ + E(Y]IX + Y[
<(B|X]P)M? (E|X + Y|®-09) Y L (B|Y|")/7 (B]X + V|@-Da)'/e
=(1X|lp + 1Y 1l,) (B]X +Y[P)",
v6i dong thit ba ap dung bat ding thiic Holder va dong cudi suy ra tit dang thitc (p—1)q =
p. Tt day suy ra bPCM. m

Ta thay réng v6i p > 1 thi £? 1a khong gian vector. Khi 0 < p < 1, khang dinh nay
van dung tit nhan xét
(a+b)P <a’+b, Vp<1,a,b>D0.
Dinh 1y 2.3.23 (Bit dang thic Jensen). Cho ham ¢ : R — R la ham 10i theo nghia
oAz + (1= Ny) < dp(x) + (1= Ne(y), Yo,y € R, X € 0,1].
Cho bién ngau nhién X sao cho cd X va p(X) deu khd tich. Khi dé
E(p(X)) > o(EX).
Chatng minh. Theo tinh chat ctia ham 16i, v6i moi zo € R ton tai sd thuc kg sao cho
o(z) > p(xo) + ko(x — 20), YV € R.
Thay zo b6éi EX, z = X va lay ki vong hai vé, ta c6 DPCM. O
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2.3.6 Ki vong cua bién ngiu nhién c6 phan phdi lién tuc tuyét
dbi

Trude tien, ta sé nhac lai cach tinh ki vong cho bién ngau nhién c¢6 phan phéi roi rac nhu

sa.
Meénh dé 2.3.24. Cho bién ngau nhién X c6 phan phéi roi rac vdi bing phan phoi

X‘xl To ... Tp

P‘Zh P2 ... Dn

%

Mot cdch tong qudt, cho ham Borel ¢ : R — R, néu bién ngau nhién roi rac o(X) khd

= Z@(Iz)pz

Véi bién ngau nhién c6 phan phoi lien tuc, ta c6 cach tinh ki vong thong qua ham mat

Khi dé, néu X khd tich, ta cé
tich, ta co

do nhu sau.

Dinh 1y 2.3.25. Gid st bién ngau nhién X c6 ham mat do f va h: R — R la mot ham
Borel. Khi dé néu E(|h(X)]) < oo hodc h la khong am thi

Chaing minh. Trude hét ta xét truong hgp h > 0. Khi d6 ton tai day cdc ham Borel don
gian, khong am (h,) tang dan t6i h. Gia sit h, = S0 aflan voi af € RT va A7 € B(R)

zlz

v6i moi 7. Theo dinh 11 hoi tu don diéu

E(h(X)) = E(lim A, (X)) = lim E(h = hmZh P[X € A7].
Ap dung tinh chét 1} va dinh 1 hoi tu don dieu, ta duge

—11mZh f dx:hm/f dx—/f dx.

Vay khi h khong am ta luon ¢6 E(h(X)) = [ h(z)f(z)dx
Trong truong hop tong quat, ap dung két qua trén cho ht vi h~ ta dugc dicu phai
chiing minh. O]
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2.3.7 Mot s6 vi du

Trong phan nay, ching ta sé tim hiéu vé gié tri cu thé ctia ki vong, phuong sai, hay moment
ctia mot s6 dang phan phdéi quen thudc.

Phan phdi Rademacher

Taco EX =0, DX =1, va

1 néu n chén,
Ext—={
0 néu n lé.

Phan phéi Bernoulli Ber(p)

Ta c6 EX =EX" =p, va DX = p(1 — p).

Phan phéi nhi thitc B(n,p)

Ta c6 EX =n.pva DX =n.p(1 —p).

Phan phéi Poisson Poi()\)

TacOo EX = DX = \.

Phan phéi hinh hoc Geo(p)

Ta c6 EX = - va DX = ~—2.

p p

Phan phéi déu Ula, b]

b 2
Taco EX = %, tong quat

bn—i—l _ an—i—l

C (n+1)(b—-a)

&=
£
|

(b—a)?

va DX =
12

Phan phéi mii Exp()\)

Taco EX = A va DX = \°.
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Phan phbi chuan N(a, 0?)
V6i bién ngau nhien X ~ N(0, 1) ¢6 phan phdi chuan tic, ta c6 EX =0, DX = 1 va

2K)! ) i
EX™ — (2ng| =13..... (2K — 1) néu n = 2K chén,

0 néu nl1é.

V6i bién ngau nhien X ~ N(a,0?), ta c6 EX = a, DX = o2

Phan phéi Gamma §(a, p)

Tac6 EX = £ va DX = 2
v

pa?
2.4 Phan t& ngau nhién va Vector ngau nhién

2.4.1 Dinh nghia
Téng quat hoa khai niem bién ngdu nhién ta c6 khai niém phan t& ngdu nhién nhu sau.

Dinh nghia 2.4.1. Gid s (E, &) la mot khong gian do. Anh za X : Q = E duoc goi la
F/&-do dugc hay la mot phan tit ngdu nhien néu X ~1(B) € A vdi moi B € &. Ham tdp

P¥(B)=P(X"'(B)), BeE,
dugc goi la phan phdi xac suat cia X trén (E,E).

Thong thuong, ta sé chon cic khong gian (FE, &) c6 cac cau tric topo tuong doi dep.
Mot cach tong quat ta thuong chon F la khong gian Banach véi topo sinh béi chuan.

Ngoai ra, ta co thé xét mot s6 vi du nhu sau:

- Cho E = Maty(R) hosic Maty(C), titc 1a tap cdc ma tran vuong véi phan ti thuc

(hoac phiic), ta ¢6 Ma tran ngau nhién.

- Cho E = RN ta c6 Qud trinh ngau nhién roi rac.

Cho E = C]0, T}, tic la tap cac ham lién tuc trén doan [0, T}, ta ¢c6 Qud trinh ngau

nhién lién tuc.
- Cho E = R?, ta c6 Vector ngau nhién.

Trong phan tiép theo, ta sé tim hiéu ki hon vé vector ngau nhién. Ta c6 dinh nghia chinh

xac nhu sau.
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Dinh nghia 2.4.2. Mot vector ngau nhién la mot anh za X : (Q,F) — (R?, B(R?)) théa
maén tinh do dugc. V&i moi tap Borel B € B(RY), ta ¢ thé wdc dinh gid tri

px(B) =PweN: X(w) € B)=P(X YB)),

sinh ra do do px tréen (R4, B(RY)). Do do nay con dude goi la phan phdi zdc suat cia
vector ngau nhién X.

Vé mat ¥ nghia, mot vector ngau nhién 1a cach danh gia khong gian Q theo nhiéu goc
do. Xét vi du Q 1a cac hoc sinh trong mot 16p, va ta c¢6 cac bién ngau nhién 1a didm céc
mon khac nhau nhu Toan, Ly, Hoéa, Tiéng Anh, ...

Ciing giong nhu da xay dung cho bién ngau nhién, ta thay ring Borel o-dai s6 B(R?)
sinh bdi cac tap c6 dang tich

(—00,x1) X ... X (—00,2q4),

nén phan phoi xac suat py sé xac dinh duy nhat néu ta biét gia tri ctia do do tai cac tap
tich trén. Tt d6 mé rong khai niem ham phan phdi ctia bién ngau nhién, ta c6 khai niem

ham phan phoi dong thoi (goi tat 1a ham phan phdi) clia vector ngau nhién nhu sau.

Dinh nghia 2.4.3. Cho vector ngau nhién X, ham Fx : R? — R cho bdi
Fx(z1,...,2q9) = P(X '((—00,11) X ... x (—00,24))),

duge goi la ham phan phoi clia X .

Meénh dé 2.4.4. Vdi vector ngau nhién X, ta zdc dinh X; la thanh phan thi i cia X.

Khi dé X; la bién ngau nhién vdi moii = 1,2,...,n.
Dinh nghia 2.4.5. Cho vector ngau nhién X .

1. Cdc phan phoi ciia cac thanh phan X; dugc goi la phan phoi bién duyén (marginal)

cia X.
2. Vi bieu dien X = (X1,...,Xy), ta viét lgi ham phan phéi dong thoi nhu sau
Fx(x) =PX <2]=P[X, <21,...,Xg< x4, x€R%
trong do ki hieu x < y vdi x,y € R? dugc hiéu la x; < y; vdi moii=1,...,d.
Ham phan phdi dong thoi Fx c6 cac tinh chat sau:

1. 0 < Fx(x) <1 véi moi z € R%
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2. limy, oo Fx(x) =0v6imoi k =1,...,d.
3. limy, vooaytoo Fx () = 1.
4. Ham F'x lién tuc trai.

Ta ciing c6 dinh nghia vé ham mat do dong thoi nhu sau.

Dinh nghia 2.4.6. Vector ngau nhién X dudc goi la ¢6 phan phdi lién tuc tuyet ddi véi
ham mat do f : R? — R néu

Fx(x) = / f(u)du,  vdi moi x € RY.
u<z
T dinh nghia nay ta c6 ngay
PIX € B = / f(x)dz,  voi moi B € B(RY).
B
Dac biét, ta co

P[X, € B)] = P[X € BxR*"] = / ( Flar, ... zq)des .. .dmd>dx1 v6i moi By € B(RY).
B1 Ra-1

Do d6 néu X = (X7, ..., X4) 1a vector ngau nhién c¢6 phan phoéi lien tuc tuyet ddi véi ham

mat do f thi bién ngau nhién X, ciing c6 phan phdi lien tuc tuyét doéi véi ham mat do 1a

fx,(x1) = flzy,xe,. .., xq)dzy ... dry, Vv6i moi xq € R. (2.7)
Rd-1

Tuong tu nhu Dinh 11 [2.3.25], ta c6 két qua sau.

Dinh 1y 2.4.7. Gid sit X = (X1,...,Xy) la vector ngdu nhién cé phan phoi lién tuc tuyét
doi véi ham mat do f va ¢ : RT — R la ham do duge. Khi dé

Ble(X)) = [ o(o)f(@)da

néu ¢ khong am hodc [o. |o(2)] f(x)dzx < co.

Tiép theo ta c6 hai vi du vé vector ngau nhién véi hai dang phan phéi lién tuc va roi

rac nhu sau.
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Phan phdi chuan

Giad sit a = (a1,...,aq) la vector d-chiéu va M = (m;;)¢,_; 1a ma tran vuong cap d, doi
xiing va xac dinh duong. Ta néi vector ngau nhién X = (X,..., X,) c6 phan phoi chuan

N(a, M) néu mat do ctia X c6 dang

1v/det M 1
p{-

P) = o aaeat

Phan phdi da thiic

vector ngau nhién d-chiéu X ducgc goi 1a c¢6 phan phdi da thiic véi tham s6 n, pq,. .., pa,
ki hieu 1a X ~ MUT(n;p1,...,pa), v6in € N* va py,...,pqg > 0 néu

n!
k1 k2 kd+1
'pl Py - -DPgt1s

P[Xlzklu--’?Xd:kd]:m

trong A6 pgy1 =1—(p1+ ...+ pa), 0< ki <nvakgs=n—(ki+...+kg) >0.

2.4.2 Phan phbi cia ham ctia vector ngau nhién

Dinh 1i sau 14 hé qua tryc tiép ctia Dinh 1 va cong thiic doi bién sé Jacobi trong giai
tich.

Dinh ly 2.4.8. Gia st vector ngau nhien X = (Xy,...,Xy) ¢ mat do fx. Gia s g :

RY — R? g don dnh khd vi lién tuc vdi ma tran Jacobi

Tylw) = (gi @ )m:l d

.....

khong suy bién vdi moi x € RL. Khi dé vector ngau nhien' Y = g(X) cé mat do

fx(g7 (y)|det Jp1(y)]  néuy € g(R?)

Felw) = 0 néuy ¢ g(RY).

Stt dung dinh 1y trén, ta c6 cac vi du sau vé phan phdi clia ham ctia hai bién ngau

nhien chuén tic doc lap.

Vidu2.4.9. 1. Cho X vaY la hai bién ngau nhién doc lap vdi ciing phan phoi chudn
tic N(0,1). Khi d6 U =X +Y vaV =X —Y ciing la hai bién ngau nhién doc lap
vdi cung phan phoi chuan N(0,2).
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That vay, dat g(z,y) = (v +y,2 —y) ta c6 g~ (u,v) = ((u+v)/2, (u—v)/2) va

Ty uv) = (1/12/2 —1/12/2>

Ap dung Dinh [7|2.4.8 ta dugc
f(U,v) (Ua U) = f(X,Y)(

Ap dung Hé qud ta dugc

U+v u—o
2 7 2

> ’ det J,-1(u, v)

T2 Vo V2r  Ar
Ap dung cong thite 2.7) ta cé6 mat do cia U la

S U) fy (u 5 U) B —(u?+0?)/4

1
f(U,V)(UaU) = 5fx< 5 5 =

—u?/4
e

u) = u,v)dv = .

fU( ) /Rf(U,V)( ) \/E

Tuong tu mat do cia V' la

6—1)2/4

fUZ/f,u,vdu: .

V( ) " (UV)( ) \/4—

Do dé U va V cung c6 phan phoi chuan N(0,2) va hon nita
fov)(w,v) = fu(u) fv(v), vdimoiu,v€R,
vay nén theo Hé qudw X doc lap vor Y.
2. Tiép theo, xét bién ngau nhién

XY néuY #0
0 névY = 0.

J =

Dé tim phan phoi cia Z, ta dat g(z,y) = (x/y,y), ta c6 g~ (2, t) = (2t,t) va

t z
Jg—l(Z,t) = (O 1).
Ap dung Dinh lz’ va Hé qua ta dugc

et? (2 +1)/2
fzy)(z:t) = fix (2t )t = WT-
Do do, ham mat do ciua Z la
t2(22+1)/2 1
e
= t dt = .
o) = | gt =~

bién ngau nhién Z dudc goi la cé phan phoi Cauchy.
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3. Xét bién ngau nhién x* = X?+Y?2. V6i moi tap Borel A € B([0,00)), dp dung Dinh

1i(2.4.7 ta c6
P(x* € A) =E(Ia(x)) = / La(2 4+ v*) fx v (2, y)dady.
R2

Su dung cong thic toa do cuc x = rcosp, y = rsinp ta dugc

2m fr2 00 ) —z/2
X € A) / dr/ Ta(r 7’ d(p / I[A(rz)re”“ /2dr:/ € 5 dz,
0 A

trong doé dding thic cudi cing cé duge ti phép doi bién z = r2. Vay x* c6 phan phoi

Gamma vdi ham mat do la

e—%/2

fo(Z) = ?

0 néu z < 0.

néu z > 0

2.5 Bién ngau nhién doc lap

Dinh nghia 2.5.1. 1. Cdc o-dai so con (A;)ier clia F duge goi la doc 1ap néu vdi moi
tap con hitu han J cia I va vdi moi A; € A; vdii1 € J, ta co

’LEJA H]P)

e

2. Cac bién ngau nhien (X;)ie; duoe goi la doc 1ap néu cdc o-dai so sinh bdi cdc bién

ngau nhién nay (o0(X;))ier la doc lap.
Ta c6 vi du don gian sau vé ho cic bién ngau nhién doc lap

Vi du 2.5.2. Cho ho cdc bién c6 doc lap {A;, i € I}. Khi d6 ho cdc bién ngau nhién ham
chi bao {I4,, 1 € I} la cdc bién ngau nhién doc lap.

Ciing tir viec xét cadc bién ngau nhién chi bdo, ta thay rang, mot ho cic bién ngau
nhién doi mot doc lap chua chic da la ho doc lap toan thé.

St dung Dinh ly ctia Dynkin vér — A heé, ta c6 tieu chuan kiém tra tinh doc lap
clia cac o-dai s6 nhu sau.

Dinh 1y 2.5.3. Vdi méii = 1,...,n, xét mot w-hé C; gom cdc bién co thuoc F sao cho
cic hé {€C;,1 <i <n} la doc lap Khi dé cac o-dai s6 {o(C;),1 <i < n} la ho cic o-dai

so doc lap.
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Chatng minh. Ta trinh bay ching minh cho n = 2. C6 dinh bién ¢d Ay € Cy va xét ho
L={AecTF: P(ANA)P(A)P(A,)}.

Ta c6 C; C L va £ 1a mot A-hé. Nen theo Dinh ly Dynkin, o(C;) C £, suy ra o-dai s6
o(Cy) doc lap v6i he Cy. Ta tiép tuc ¢6 dinh A; € ¢(C;) va lam tuong tu nhu trén, suy ra

bPCM m
Hé qua 2.5.4. Cdc bién ngau nhién X1, ..., X, doc lgp néu nhu vdi moi x1,...,x, € R
deéu co

]P(Xl < ZTq,... ,Xn < l’n) = pT(Xl < $1)P<X2 < .1'2) .. ]P)(X<.Z'n)

Hay néi cach khdc, cdc bién ngau nhién X, ..., X, doc lap néu nhu ham phan phoi dong
thoi 6 thé biéu dién thanh tich cdc ham phan phoi thanh phan.

Heé qua 2.5.5. Gid st (X4,...,X,) la vector ngau nhién cé phan phoi lien tuc tuyét doi.
Khi dé cdac bién ngau nhién thanh phan X., Xa, ..., X, la doc lap khi va chi khi

foxoxny(@n, o xn) = fx (@) fxo(@2) . fx, (Tn), w0 moixy,... .2, €R. (2.8)
Ta ciing c¢6 thé kiém tra tinh doc lap ciia hai bién ngdu nhién qua ki vong nhu sau.

Dinh 1y 2.5.6. Gid st X va Y la hai bién ngdu nhién bat ki. Cdac khing dinh sau la tuong
duong.

(i) X doc lap vdi Y;
(i) Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) vdi moi z,y € R;
(111) f(X) va g(Y) la doc lap vdi moi ham Borel f,g: R — R;

(iv) E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|E[g(Y)] vdi moi ham Borel f,g: R — R cung bi chan hodc
cung khong am.

Chiing minh. Ta da co6 (i) < (ii).
(i) = (44i): V6i moi A, B € B(R), ta c6 f~1(A),g*(B) € B(R) nén

B(f(X) € A,g(Y) € B)=PB(X € [ {(A),Y € g(B))
—P(X € f(A)B(Y € g7'(B)) = P(f(X) € AB(g(Y) € B).

Vay nén f(X) doc lap véi g(Y).
(i12) = (i): Ta chi can chon f(z) = g(x) = .
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(i) = (iv): Do (i) tuong duong vé6i (i74) ta chi can ching t6
E(XY) = E(X)E(Y) v6i moi bién ngdu nhién kha tich hoac khong am X va Y.

Trude hét ta gid sit X va Y khong am. Theo Dinh 1i ton tai day bién ngau nhién don
gian X, = . 4,14, tang dén X va déy bién ngdu nhien don gian Y, = Zé.”:l b, tang
dén Y v6i A; € 0(X) va B; € o(Y). Ap dung dinh If hoi tu don dieu, ta 6

kn In kn

E(XY) = lim E(X,Y,) = lim >N abP(AB;) = lim ZiaibjP(Ai)P(Bj)
= lim (iaiP(Ai))(ibjP(Bj)) = lim E(X,)E(Y,) = E(X)E(Y).

Trong truong hgp tong quat, ta viét X = X+ — X~ va Y =Y+ — Y. Lai do (ii7), ta c6
X* doc lap véi Y*, do d6

E(XY)=EX*Y*) +EXY") - EXTY ) - EX YY)
—E(XOEYH) +EXOEY ") —EXHEY ") - EXE(Y") = E(X)E(Y).

(iv) = (i): Chon f =I(_wq) va g = [ y).

Tit dinh 1y trén, ta c6 hai két qua dang cha ¥ sau.
Dinh ly 2.5.7. Cho cdc bién ngau nhién doc lap X1, ..., X, va cdc ham Borel
i R=>R 1<i<n.
Khi dé cdc bién ngdu nhien f1(X1),..., f.(X,) doc lap.

Y nghia ctia dinh Iy trén la tinh doc lap vAn dugc gitt nguyén qua phép bién déi ham.
Dinh 1y trén van ding néu cidc ham f; 1a ham nhiéu bién va tac dong lén cac nhém roi

nhau.
Dinh ly 2.5.8. X¢ét cdc bién ngau nhién doc lap va kha tich Xy, ..., X,. Khi dé
E(X1Xs...X,) =EXjbEX2.. . EX,,

hay ta com néi ki vong ciia tich bang tich cdc ki vong.
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2.5.1 Khong gian tich

Trong muc nay, ta sé trinh bay méi lién hé gitta khai niém doc lap ciia cac bién ngau nhién
v6i khai niem khong gian tich va do do tich trong Ly thuyét do do. Tit d6 ta cé thé xay
dung céc vi du khong tam thuong vé cac bién ngau nhién doc lap. Trudc tién, ta nhic lai
dinh 1y sau vé do do tich.

Dinh 1y 2.5.9. Cho hai khong gian do (21, F1, 1) va (Qa, Fo, p2). Khi do trén khong gian

tich Q x Qo cung vdi o- dai so
3:'1 ®9’~2 = O'({Al X AQ Al € 951,142 S 3"2}),

sé ton tai mot do do p sao cho u(Ay X As) = py X pa( Ay X Ag) = py(Ay)pe(As) vdi moi
Al € F1, Ay € F5. Do do nay duge goi la do do tich.

Bing cach quy nap ta c6 thé dinh nghia do do tich trén khong gian tich ctian khong
gian do cho trudc.

Bay gi¢ dua trén khai niem khong gian tich ta c6 thé xay dung cac bién ngau nhien
doc lap nhu sau.
Vi du 2.5.10. Cho hai khong gian xdc suat (Qy,F1,Py) va (Qq, F2,Py). Ta co thé thay
khong gian tich

(1 X Q9,F1 @ Fa, pi1 X pua)

ciing la khong gian xdc sudt vi g X pe( x Qy) = 1.

Xét hai bién ngau nhién X, va Xy lan gt xdc dinh trén hai khong gian zdc suat da
cho ban dav. Khi dé, ta cé thé xdc dinh hai bién ngdu nhién Yy va Ys trén khong gian xdc

sudt tich nhu sau

Y : Ql X QQ — R
(w1, w2) = Yi(wr,wa) = Xi(ws).
Ta co
]P)(Yi < 33'1,}/2 < .Z'Q) :]P)<<W1,LU2) c Ql X QQ : Xl((JJl) < xl,X2(w1) < 1'2)
:]P)l X ]P)g({wl - Ql : Xl(wl) < Zlfl} X {UJQ € QQ : XQ((JJQ) < $2})
:]Pﬁ({wl - Ql : Xl((,Ul) < Il})PQ({C«JQ € QQ : XQ(LUQ) < ZEQ})
:]P)<Y1 < xl)]P)(}/Q < 1’2).

Suy ra hai bien ngau nhién Yy va Yy cung xdc dinh trén khong gian wdc sudt (Q1 x Qp, F1 @

Fo, 1 X o) la hai bién ngau nhién doc lap.
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2.5.2 Tbéng hai bién ngiu nhién doc lap
Trong muc nay ching ta tim hiéu vé phan phéi ctia tong ciia hai bién ngau nhien doc lap.
Dau tién ta c6 sy lien he v6i khai niem tich chap (convolution) ctia do do.

Dinh nghia 2.5.11. Cho hai phan phéi zdc sudt pux va py trén R cia hai bién ngau
nhién doc lap X va Y. Khi do ta zac dinh tich chap cua hai do do, ki hiéu la px * py, la

phan phoi wdc sudt trén R cia bién ngdu nhién tong X +Y nhu sau

pix * pry (A) = px x py({(z,y) : © +y € A}), VA € B(R).

Dinh 1y 2.5.12. 1. Néu hai bién ngau nhién doc lap X va'Y chi nhan gid tri nguyén
tha
P(X+Y =n)=) P(X =kPY =n—k).

kez
2. Néu hai bién ngau nhién doc lap X va Y déu cé6 ham mat do thi bién ngau nhién

tong X +Y ciing c6 ham mat do dugc zdc dinh nhu sau

Ixav(u) = fx* fy(u /fX ) fy(u—t)dt

Dac biét ta c6 cac vi du sau.

Vidu 2.5.13. 1. Cho hai bién ngdu nhién doc lap cé phan phoi nhi thiic X ~ B(n, p)
vaY ~ B(m,p). Chi ¢ la tham s6 p & hai phan phoi la bang nhau. Khi dé, tu 4
nghia ctua phan phoi nhi thitc dém so lan thanh cong trong cdc lan thiuc hién phép
that, ta c6 bién ngdu nhién tong ciing cé phan phoi nhi thitc X +Y ~ B(n +m,p).

2. Gid st X va'Y la hai bién ngau nhién doc lap cé phan phoi Poisson vdi tham so lan
heot la X va p (A, pu>0). Khi d6 X +Y c6 phdan phoi Poisson vdi tham s X + pu.

That vay, vdi moi s6 tu nhién n,
P(X+Y:n):ZIP’(X:k,Y:n—k):ZIP’(X:k;)IP’(Y:n—k;)
—mu n k

Z o Z e )
_ kyk n k _

3. Cho X va Y la hai bién ngdu nhién doc lap vdi cuing phan phoi chuan tic N(0,1).
Khi d6 X +Y ¢6 phan phoi chuan N(0,2).

That vay,

)
o—t2/4

N

fxpy(u) = /fo(t)fy(u —t)dt = /Ret2/2'e(uw2/2/(2ﬂ)dt =
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4. Cho X va'Y la hai bién ngau nhién doc lap vdi phan phoi Gamma lan lugt la G(a, p)

va G\, p). Khi d6 X +Y ciing ¢ phan phoi Gamma G(a + A, p).

2.6 Heé so tuong quan
Dinh nghia 2.6.1. 1. Hiép phuong sai ctia hai bién ngau nhien X,Y € L? la

cov(X,Y) =E[(X —EX)(Y — EY)).

2. He s6 tuong quan cta hai bién ngau nhién X,Y € L? la

cov(X,Y)
X)Y)= ———=.
XY = XDy
3. Ma tran tuong quan cta vector ngau nhién X = (Xy, ..., X, )vdi cic thanh phan la

cdc bién ngau nhién binh phuong khd tich la

Meénh dé 2.6.2. Xét cic bién ngdu nhién binh phuong kha tich X,Y, 7. Ta cé
1. Cov(X,X)=DX.
2. Cov(aX,bY) = ab.Cov(X,Y) vdi moi a,b € R.
3. Cou(X,Y +7)=Cov(X,Y)+ Cov(X, Z).
4. Néu X va'Y doc lap thy Cov(X,Y) = 0. Ngugc lgi thi khong ding.

Ta thay ring hiép phuong sai, hay hé s6 tuong quan la dai lugng duge dua ra dé do
mitc do phu thuoc 1an nhau ciia hai bién ngau nhién.

Dinh nghia 2.6.3. 1. Néu cov(X,Y) = 0, ta néi hai bién ngau nhien X va Y la
khong tuong quan.

2. Néu cov(X,Y) > 0, ta néi hai bién ngau nhién X va Y la tuong quan duong. Khi
dé hai bién ngdu nhien X va'Y ¢é zu hudng thay doi gid tri cing chiéu nhau so vdi

gia try trung binh.

3. Néu cov(X,Y) < 0, ta néi hai bién ngau nhién X va Y la tuong quan am. Khi dé
hai bién ngau nhien X va'Y c¢6 zu hudng thay doi gid tri nguoc chiéu nhau so vdi

gia tri trung binh.
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Tt bat déng thitc Cauchy-Schwarz, ta c6 hé qua sau
Meénh dé 2.6.4. Cho hai bién ngdu nhién X,Y € L2,
1. Ta 6 |p(X,Y)| < 1.
2. Néu p(X,Y) =1, thi ton tai hai hang s ¢ > 0 va a sao cho Y = cX +a h.c.c.
3. Néu p(X,Y) = —1, thi ton tai hai hang s6 ¢ > 0 va a sao cho Y = cX +a h.c.c.

Meénh dé 2.6.5. Ta c6

Var (Xi+ ...+ X,) = > Cov(X;, X;).

ij=1
Tong qudt, vdi moi bo s6 thuc aq, ..., a, € R,
Var <i a,-XZ-> = i a;a;.Cov(X;, X;) = alSa >0,
i=1 ij=1
vdi ¥ la ma tran tuong quan cia vector ngau nhien X = (Xi,..., X,).
Hé qua 2.6.6. Ma tran tuong quan cia vector ngau nhién X = (Xy,...,X,) la ma tran

doi xiing, nia xdc dinh duong.

Meénh dé 2.6.7. Gid st (X,)n>1 la mot day cdc bién ngau nhién doi mot khong tuong
quan. Khi do
D(Xi+...+ X,)=D(X1)+ ...+ D(X,).

Ménh dé 2.6.8. Cho vector ngdu nhién cé phan phéi chuin X ~ N(a,X); Khi dé,
a = (ay,...,a,) la vector ki vong ciia cdc bién ngau nhién thanh phan va ¥ chinh la ma

tran tuong quan cua vector.

2.7 Tinh tuyén tinh cta ki vong

Vé ban chat thi ki vong 1 gia tri clia tich phan Lebesgue trén khong gian € nén ki vong
c6 tinh tuyén tinh. Day la tinh chat quan trong, cho phép ta tinh dugc gia tri cu thé clia
ki vong ctia mot bién ngau nhién ma khong can nghién citu ki vé phan phdi ctia bién ngau

nhién nay, dic biet khi phan phdéi nay rat phic tap. Ta xét mot s6 vi du nhu sau.
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Vi du 2.7.1. Cho cdc bién ngau duong X1, ..., X, doc lap cung phan phoi va luon nhan

gia tri duong. Khi do
X 1

E = —.
X1+—|—Xn n

Chiing minh. Ta thay rang, cac bién ngau nhién

X1 X ' Xn
X+ +X, X+ +X, X+ .+ X,

14 cac bién ngau nhién c6 cing phan phdi. Ngoai ra dé thay 1a cac bién ngau nhién nay bi
chan (nhan gia tri duong, va ludn nhé hon 1) nén kha tich. Vay ta co6

X

] — X; 1. Xi+...4+X, 1
X1++Xn nizl X1++Xn

E =— =_.
n Xq3+...+4X, n

]

Diéu thi vi trong vi du trén 1a ta c6 cong thitc chung cho nhiéu dang phan phoi ciia
cac bién ngau nhien X;. Cac tinh chat ding cho mot 16p tong quat cdc dang phan phdi
nhu vay dugc goi 1a tinh phé dung. Ngoai ra, ta ¢6 thé chi ¢ thém ring néi chung viéc
tinh dugc chinh x4c ham phan phdi ctia bién ngau nhien X;/(X; + ...+ X,,) la rat phrc
tap.

Vi du 2.7.2. Goip,(k) la s6 cic hodn vi ti 1 dénn cé ding k diém co dinh. Hay tinh

a. Z kpn (k).

b Epa(k).
k=1

Chatng minh. Chon ra ngau nhién cdc hoan vi theo phan phéi déu. Goi bién ngau nhién
X 1a s6 cac diém bat dong trong hoan vi lay ra. Khi d6 ta c6 bang phan phéi ctia X nhu
sau:

X ‘ 0 1 n
P | pa(0)/n! pa(1)/n! ... pa(n)/n!

a. Theo dinh nghia ctia ki vong, ta ¢6

EX =Y kpa(k)/n! = kpa(k)/nl.
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Biéu dién X thanh tdng cac bién nghu nhién chi béo cho su kién phan ti thi i ¢6

n
X = § ]z ¢ dinh-
=1

c6 dinh hay khong ta c6

Khi do,
EX = S P(i b dinh) = S~ D!
—Z (7 ¢6 dinh) = =L
=1 k=1
Vay Y kpn(k) = nl.
k=1
b. Ta thay rang
EX? = " kpu(k)/n! = Kpa(k)/n.
k=0 k=1

Khai trién X2 ta c6

n 2 n n
2 _ _
X* = E :[z cb dinh - E [7, cb dinh + E : [z ) dinh[j cb dinh*
=1 =1

i#j=1
Suy ra

n

EX? = ZIP’(Z c6 dinh) + Z P(i, j déu c6 dinh)

i=1 ij=1
B " (n—1)! - (n—2)! B
D D D D
i=1 i#j=1

Két luan Z E*p,(k) = 2.n!.

k=1
[l

Ta c6 nhan xét 14 c¢6 thé tinh dugc gia tri chinh x4c ciia cac dai lugng p, (k) tit Nguyen
Iy bit trit va thay lai vio cong thiic tong dé tinh toan tiép. Tuy nhién viéc tinh tong kha
1a phiic tap. Viéc chia xudng cho n! va chuyén vé ki vong clia bién ngdu nhién X nhu trén
cho ta thiy ban chét ciia cong thic tong trong dé bai.

Trong vi du cudi ciing clia muc nay, ching ta tré lai v6i bai toan Buffon da duge trinh
bay ¢ Chuong 1. Loi giai sau duge tham khéo tit cuén sach Proofs from THE BOOK [1].
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Vi du 2.7.3. Thd ngau nhién mot que tam do dai | lén mot to gigy (mat phang) dugc
chia thanh cdc ddi song song cd h bdi cac duong ké song song. Goi X; la bién ngau nhién
chi s6 giao diém cta que tam vdi cic duong ké. Khi do,
2l
EX, = —.
T T
Chiing minh. Y tudng ching minh nhu sau. Ta thiy ring ta ¢6 thé bé doan thing do dai
[ ban dau thanh hai doan thing c6 do dai [; va l,. V6i xac suat bang 1 (trit di trudng hop
vi tri bé ndam trén cac dudng ké) thi sd giao diém clia que ban dau véi cac dudng ké biang

v6i s6 giao diém trén hai doan con. Do d6, theo tinh tuyén tinh ctia ki vong
EX, = EX,, +EX,, (2.9)

va tong quat
EX, =EX;,, +EX, +... +EX,,

néu ly 4 ...+l = 1. Dat o(l) = EX;. T (2.9), ta suy ra ¢ 1 ham cong tinh theo nghia

o(r+y) = o)+ e(y).

Hon nita, do ¢(z) khong am, nén ¢ 1a ham khong giam. T 1y thuyét phuong trinh ham,

ta suy ra ¢ 1a ham tuyén tinh, tic 13 ton tai hing s6 ¢ € R sao cho
o(l) =cl, Yl > 0.

Dé tim hing s6 ¢, ta c¢6 chi ¥ nhu sau. Tt cong thiic , ta ciing thay rang vi tri
tuong quan ctia hai doan con sé khong anh huéng dén két qua tinh ki vong. Tic 1a thay
vi doan thang do dai [ ban dau, ta c6 thé xét dudsng gap khic ciing c6 do dai I, va lay gisi
han thi ta c6 thé xét dudng cong tron c6 do dai [.

Xét duong cong tron dac biét la hinh tron c6 duong kinh A. Duong cong nay cé do
dai wh. Diéu dac biet 14 ¢ moi vi trf tuong doi thi hinh tron nay ludn c6 ding hai giao
diém véi cac duong ké song song, tic la bién ngdu nhién sé giao diém trong tinh huéng

nay nhan gia tri hang s6 bang 2. Suy ra
2= EXﬂ-h = C(?Th).
Vay ta ¢6 ¢ = 2/(wh) va dan dén DPCM. O

Dic biét, khi [ < h thi trit truong hop c6 xac suat bang 0 1a que tam thuodc duong ké
song song, con lai chi c6 khai kha nang que tam c6 cat cac duong ké hay khong véi s6 giao
diém tuong tng 14 0 va 1. Khi dé, ki vong EX; trd thanh xac suat dé que tam cit vio cac

. l .
duong ké song song va bang o Ta thu lai duge ket qua da trinh bay ¢ Chuong 1.
T
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2.8 Nguyén ly thi hai cia Phuong phap xac suat

Nhu da trinh bay & phan truée, ¥ nghia ctia ki vong ctia bién ngau nhién X chinh 1a g¢id
tri trung binh ctia ham s6 X trén ci khong gian Q. Tu d6 ta c6 nguyén ly thit hai clia
Phuong phap xac suat nhu sau.

Nguyeén ly 2:

1. NéuEX > a, thi ton tai tinh huong w € Q sao cho X(w) > a.
2. Néu EX < a, thi ton tai tinh huong w € Q sao cho X(w) <a.

3. NéuEX = a, thi ton tai tinh hudéng w € Q sao cho X (w) khong lon hon (hodc khong
nhé hon) a.

Ta ¢6 mot s6 vi du minh hoa cho Nguyeén 1y thitt hai nay nhu sau. Vi du dau tién ciing

duge dua ra béi Erdos.

Vi du 2.8.1. Chiing minh rang tic moi tap gom n s6 nguyén duong phan biét cé thé lay
ra mot tap con it nhat n/3 phan tit va cé tinh tong tu do: khong ton tai 3 phan ti a,b,c
sao cho a+ b= c.
Chitng minh. Xét mot s6 nguyen t6 p = 3k + 2 di 16n (16n hon ba lan cac phan tit trong
tap dang xét). Xét tap C' = {k+ 1,k +2,...,2k + 1}. D& thay tap C c6 tinh tong tu do
khi l1ay tong theo modulo p.

Xét tap dang xét 1a A = {ay, as, . .., a,}. Lay ngdu nhién phan t1t x trén tap {1,2, ..., p—
1} v6i phan phoi déu. Xac dinh bién ngau nhien X 1a s6 phan ti thuoc A sao cho khi

nhan v6i z thi thudc vao C' hay la
X =card{zANC} =card{a € A: ax € C}.

Ta sé tinh ki vong ctia X. Ta c6 thé bicu dién

X = Z [a:.aiEC‘
=1
Do do,
EX =) ElLgec=» PacC).
=1 =1

Chu y 1a p 1a 6 nguyen t6 nén véi moi s6 a; thi tap {a;.x: z=1,2...,p — 1} tao thanh
hé thang du thu gon day du. Do do

P(x.a; € C) = e >

p—1

Wl =
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Suy ra, EX > n/3. Vay ton tai mot s6 z nao dé sao cho c6 it nhat n/3 phan ti thuoc A
ma nhan véi z sé thugc vao C. Day la n/3 phan tit tao nén tap con can tim. That vay,
néu tap con nay khong cé tinh tong tiu do, tiic 1a ton tai 3 phan ti a, b, ¢ sao cho a+b = c,
thi ax + bx = cx(modp), diéu nay mau thuan vé6i viec 3 phan tit az, bz va cx déu thuoe C
va C' c6 tinh téng tu do. O

Vi du 2.8.2 (Dinh Iy Turan). Xét do thi G = (V, E) sao cho vdi méi dinh v € V' thi c6

bac la d,. Chiing minh rdng ta cé thé chon ra mot tap con cé it nhat dinh sao

veV

v

cho khong cé hai dinh nao duge noi véi nhau.

Chatng minh. Xét mot thi tuy ngdu nhién cac dinh trong do thi. Xét bién ngiu nhién X
chi s6 dinh ding trude tat ca dinh ké véi né trong thi tu sap xép. Ta c6

X = Z I, ding trudc cac dinh ké
veV
Do do,
EX =) P(v ditng trudc cac dinh ké).
veV
Xét mot dinh v ¢6 dinh. Ta thay ring dé v ding trude cac dinh ké véi né thi ta chon ra
d, + 1 vi tri, sau d6 cho v vao vi trf dau tién va céc dinh ké con lai chon vi tri tuy ¥ trong
d, vi tri con lai, con cac dinh khong ké v6i v chon vi trf tily ¥ ngoai d, + 1 vi tri da chon.
Khi do,

O (d)!(IV] = dy = 1)! 1
’ Z z 2 X |V| v v
P(v ding trué dinh ke) = = .
(v diing trude cac dinh ke) v i1
Suy ra
1
EX = R
veV ot

dinh ding trudce cac dinh ké véi no.

Tic la ton tai mot thit tu ma céd it nhat
A me ] 1; T

Cac dinh nay tao thanh tap con théa man yéu cau. O
Vi du 2.8.3. Cho n vector Vi, Va, ..., v, € R" sao cho |v;| < 1,Vi=1,2...,n. Liy cdc
85 P1,P2,---3Pn € [07 1] tﬂy y/ va ddt

W = p1V1 + PaU2 + ... + PpUn.

Chaing minh rang ton tai €1, €, ..., €, € {0,1} dé vdi v = eyv; + ... a0, th

|w—v\§\/7ﬁ.
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Chitng minh. Chon cac ¢; mot cach ngau nhién va doc 1ap véi nhau sao cho
Ple;=1)=p;, Ple; =0)=1—p; Vi=1,2...,n.
Khi d6 ta c6 bién ngau nhién binh phuong do dai
X =|w—v|%

Ta co
n

Z(Pi — €)V;

=1

n n

DD (b= ) ps — &) (w3,

=1 j=1

2

X —

suy ra

Chit ¥ Ta khi i  j thi
El(pi — &)(p; — €;)] = E(pi — )-E(pj — ¢;) =0,
con khi i = § thi

| =

E(pi — &) = pilpi — 1) + (1 = pi) (i — 0)* = pi(1 — pi) <

Do d6 EX < n/4. Suy ra ton tai mot cach chon cac s6 ¢; sao cho binh phuong ctia do dai
cia |w — v| khong 16n hon n/4. DPPCM. O

Vi du 2.8.4. Trong hinh vuong don vi c6 mot duong gap khic cé do dai 100. Chitng minh
ring ton tai mot duong thang ngang hodc doc (song song vdi canh ciia hinh vuong) sao

cho cdt duong gap khic tai it nhat 50 diém.

Chitng minh. Duong gap khic tao bdi n doan thing c6 do dai lan lugt 1a Iy, 1y, ..., 1,.
Theo gid thiét ta c6 Iy + Iy + ... + 1, = 100.

Lay ngau nhién (theo phan phéi déu) mot diém trén canh day ctia hinh vuong don vi.
Goi X la bién ngau nhién chi s6 1an duong théng ding qua diém dugc lay cit duong gap
khiic dang xét. Tuong ty, liy ngdu nhién (theo phan phdi déu) mot diém trén canh bén
ctia hinh vuong don vi va goi Y 1a bién ngau nhién chi s6 lan duong ngang qua diem dugc
lay cat duong gap khic dang xét. Ngoai ra, v6i mdi doan thang thi 4, ta xac dinh hai bién
ngau nhién tuong tng la X; va Y;.

Cht § rang céc doan thang duge chon cé thé bao gom hodc khong cac diém dau miit.
Khi do, ta co:

X=X, 4+ Xot+.. 4 Xy, Y=Y 4+Yot.. . +Y,.
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Bay gio, ta xét rieng timg cip X; va Y;. Theo dinh nghia, hai bién ngau nhién nay chi
nhan gia tri 0 hodac 1 vi mot dudng thang chi cit mot doan thang tai nhiéu nhat 1a mot
diém. Gia du v6i X;, bién ngdu nhién nay nhan gia tri 1 khi va chi khi diém lay ra thuoc
vao hinh chiéu ctia doan thang thi i trén canh day ctia hinh vuong. Do do, ki vong EX;
sé bing xéac suat chon phai diém thudc vao hinh chiéu trén canh déy, hay chinh la do dai
ctia hinh chiéu tren canh ddy (do hinh vuong c6 canh don vi). Tuong tu, ki vong EY; sé

bang do dai ctia hinh chiéu ctia doan thang thit ¢ trén canh bén. Dé thay
EX; +EY; > ;.
Suy ra
EX+EY =EX;+.. +EX,+EY;+...+EY, > +...+1, = 100.

Do do6, trong hai ki vong EX va EY ¢6 mot s6 khong nhé hon 50. Theo nguyén ly thi
hai, suy ra dpcm. O

2.9 Bai toan phan bd danh muc dau tu

Trong muc nay ching ta ciing tim hiéu vé Ly thuyét phan bé danh muc dau tu do
Markowitz dé xuat tit nhitng nam 1950. Day 1a cong trinh gitp Markowitz gianh gidi
Nobel kinh té nam 1990 cting Miller va Sharpe.

Trong moé hinh nay, ta xét trén thi truong co n loai tai san dé dau tu, tam goi 1a ¢o
phiéu. Xét bién ngdu nhien 1ai sudt R; clia ¢ phiéu thit . Bién nglu nhién R; c6 hai dai
lugng 1a

ER; =r;, DR; = o7.

Ngoai ra gitta cac bién ngdu nhién R;, ta ¢6 thém thong tin vé hé s6 tuong quan p;;.

Cau héi ta thuong gap trong tai chinh la: vdi lugng tién von ban dau, ta nén phan chia
tién vao cdc co phiéu nhu thé nao dé théa man yéu cau cé thé cia minh?

Yéu cau 6 day 1a gi? Mot cach tu nhién, ta sé nghi dén do6 1a it rii ro. Diéu nay dan
dén mot cau hdi quan trong trong Ly thuyét Toan tai chinh dé 1a lam thé nao dé mo hinh
héa 11 ro bing cac cong cu Toan hoc. C6 nhiéu cach dé mo hinh i ro, nhung trong mo

hinh Markowitz, ta sé gi6i thieu mot cach rat don gian va thi vi.

Dinh nghia 2.9.1. Mic rii ro ctia ¢ phiéu thi i duge dinh nghia bing do léch chudn
(hodc phuong sai) ctia ldi sudt R; cia co phiéu dé. Mot cdch tong qudt, vdi mot cich phan
chia danh muc dau tu, i ro cia cia danh muc la do léch chuan (hodc phuong sai) cia

lai sudt cua danh muc.
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Cu thé hon ta c6 dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 2.9.2. Mot danh muc dau tu la cdch phan bo tai sin vao cic co phiéu R;,
tuong ung voi mic trong tai san w;, thoa man
w1+w2+—|—wn:1

Trong mo hinh tu nhién, ta yéu cau w; € [0,1], tic la ta dau tu hoan toan bang von
san co.

Ngodi ra cé thé zét dén mo hinh ban khéng, cho phép trong w; < 0.

Ban khoéng 1 hinh thtc c6 thé ton tai trén thi truong, dua theo quy dinh ctia Quy.
Hinh thiic ctia ban khéng nhu sau: ta vay tam mot s6 ¢6 phiéu R; clia Quy dé ban di va
thu vé mot lugng tién; lugng tién nay cling véi tién von ban dau (hodc cac tai san ¢6 trong
w; > 0) duge dung lam viéc bao dam cho viéc vay ng; trong tinh huéng xau nhat khi gia
tri bdo dam tuong tng véi gia tri dé mua lai lugng ¢ phiéu R; da ban di dé trad cho Quy
thi Quy sé lap tic thuce hién giao dich va dong tai khoan.

Theo tinh tuyén tinh ctia ki vong ta c6

Meénh dé 2.9.3. Lai sudt ctia danh muc dau tu la
Ry =wiRi+... +w,R,.
Khi do, ki vong lgi nhudn va it ro cua danh muc la

ERy = wiri + ...+ w,rpy,
n
DRV = 0"2/ = Z W;W;.0;0;pPij-
ij=1

Tiép theo ta sé xét dén hai cau hoi sau:
bullet Tivm danh muc dau tu it rii ro nhat.
bullet Trong cdc danh muc cé cting miic loi nhudn ki vong, tim danh muc ¢ it rii ro nhat.

Stt dung phuong phap nhan tit Lagrange trong Ly thuyét toi uu, ta c6 cac két qua sau.

Ménh dé 2.9.4. Danh muc dau tu cé phuong sai nhé nhat (it rii ro nhat) tuong ing vdi

ti trong
uX !

uX T’

vdiu=(1,...,1) va ¥ la ma tran tuong quan cia vector ngau nhién (Ry ..., R,).

w =
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Ménh de 2.9.5. Trong so cdc danh muc dau tu cé ki vong lgi nhudn p da zdc dinh trude,
danh muc dau tu cé phuong sai nhé nhat (it rii ro nhat) tuong 1ing vdi ti trong

1 uXtmT w1
o uX !t + o my !
L omiTm md T ut
w = ,
Xt uXtmT
mE T mE~tmT
vdi u, ¥ nha phdt biéu ¢ Meénh dé trén, va m = (ry,...,ry,) la vector cdc ki vong lgi nhudn

ctia cde co phiéu.
Trén quan diém khéch quan ctia nha dau tu, gitta hai danh muc theo céc ti trong w va
w’, néu nhu
Hw Z Haw? s Ow S Ow',
thi ta nén chon danh muc theo ti trong w, vi w hiéu qud hon w'. Ta c6 dinh nghia vé

duong bién hiéu qua (efficient frontier) nhu sau.

Dinh nghia 2.9.6. Trén mdit phang toa do (o, 1) biéu dién do lech chudn va ki vong lgi
nhudn cia cic danh muc dau tu cé thé: duong bién hiéu qud la tap hop cac diém tuong

ng vdi cac cach dau tu sao cho khong cé cich dau tu nao hiéu qud hon.

O hinh trén, duong to dam la duong bien hieu qua. Ta thay ring diém cuc bien trai
ciia duong bien hieu qua tuong ting véi ti trong dau tw & Menh d& [2.9.4] Va cac diém
tren duong bien hiu qué déu tuong ting véi ti trong dau tu & Ménh dé [2.9.5] khi ta xét
theo duong ké ngang. Chii ¥ ta khong xét cac diém bién & dudi khong to dam, vi theo cac
dudng thing ding, ta c6 céc cach dau tu cling mic rii ro nhung c6 ki vong lgi nhuan cao
hon.

Ménh dé 2.9.7. Duong bién hiéu qud cé tinh 10i. C6 nghia la vdi ba diém (o, 1), (02, p2)
va (o3, pg) trén duong bién hiéu qud sao cho ps = puy + (1 — p)us vdi p € [0,1] th
o9 < poy + (1 — p)os.
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Bay gio ta xét them yéu t6 ¢d phiéu khong riii ro (c6 phuong sai bang 0), vi du nhu
lai sudt gii ngan hang. Diém nay c6 toa do (0,r;). Xét ntta dudng thang L xuat phat tit
(0,74) va tiép xtic v6i dudng bién higu qua, véi diém tiép xic tuong tng (oar, par) goi la

diém Markowitz.

Ménh dé 2.9.8. Nia duong thing L la duong bién hiéu qud cho cic danh muc dau tu

~, ? 2 - X PN ? -
chiia ca co phieu khong rii ro.

Chitng minh. Xét mot cach dau tu hiéu qua c6 ca co phiéu khong rii ro. Khi bé phan
khong riii ro nay, ta duge danh muc gom cac ¢6 phiéu rii ro. Chi ¥ 1a ¢ phiéu khong rii
ro chi lam thay ddi ki vong chit khong &nh hudng dén phuong sai. Do d6 phan danh muc
con gom cac co phiéu rii ro 1a danh muc hiéu qua, ndm trén bién hieu qua. Khi d6 danh
muc ban dau c¢6 dang (1 — p,pw), v6i 1 — p 1a ti trong cho c6 phiéu khong r1i ro va phan
p tién con lai phan bo theo ti trong w.

Suy ra la moi diém trén nita dudng thing L déu tuong tng véi danh muc dau tu, c6
phan rii ro tuong tng véi diem Markowitz.

Cudi ciing, dé chitng minh L 14 duong bién hi¢u qud, gia st ¢6 diém nim bén trai L
tuong tng véi danh muc nao dé. Bé di phan rii ro, ta vAn duge mot diém ben trai L, suy
ra bén trai bien hiéu qua. Diéu nay cho thay c6 danh muc hiéu qua hon cic danh muc

trén bién hiéu qua (mau thuan). O



Chuong 3

Su hoi tu ciia day bién ngau nhién

3.1 Cac dang héi tu ctia day bién ngiu nhién theo
nghia ham sb

Theo dinh nghia, mot bién ngau nhién 1a mot ham s6 do duge tu (2, F) vao (R, B(R)).
Do d6, v6i cach nhin mot day cac bién ngau nhién 14 day ham s6, ta c6 cac dang hoi tu

nhu sau.

Dinh nghia 3.1.1. Gid st (X,,),>1 la day bién ngau nhién xdc dinh trén khong gian xdc
suat (Q,F,P). Day (X,,) dudc goi la

e hoi tu hau chic chan dén bién ngau nhién X, ki hiéu la X, hes x hay lim,, X,, = X
h.c.c hodc X,, = X, néu

]P’(w s lim X, (w) = X(w)) =1

n—oo

e hoi tu theo xac sudt dén bién ngau nhien X, ki hicu la X, LI X, néu vdi moi
e >0,
lim P(|X,, — X| > ¢) = 0;

n—oo

e hoi tu theo trung binh bac p (p > 0) dén bién ngdu nhién X, ki hieu la X, o x
néu E(|X,|P) < oo vdi moi n, E(|X|P) < oo va

lim E(|X, — X|?) = 0.

n—o0

Ta ¢6 cac vi du nhu sau.

69
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Vi du 3.1.2. Xét mot day cdc bién ngau nhién
P(X, = 0) = 1 — % andP(X, = n) = —.
Khi dé X, hoi tu vé 0 theo cd ba dang la zdc sudat, LP vdi 0 < p < 2 va hau chdc chdn.
Chiing minh. e Vi moi € > 0, ta ¢6
0<P(X,—0]>¢) <P(X,=n)=—.
Suy ra

lim P(]X,, — 0] >¢€) = 0.

n—oo

Vay ta c6 X, 0.
e V6i moi p € (0,2), ta ¢

E(]X, —0]") = n?"% — 0.
P ~ P L
Do d6 X,, = 0. Ngoai ra, dé thay khi p < 2 thi X,, /— 0.

e Dé ching minh hoi tu hau chic chin, ta c6 thé st dung Bé dé Borel-Cantelli duge
phét biéu nhu sau.

B6 dé 3.1.3 (Borel-Cantelli). Cho day bién c6 A, trong khong gian wdc suat {Q, F,P}.
Xét bién co limsup A, = N2, (UpsnAnm) -

1. Néu X2 P(A,) < oo, thi P(limsup A,,) = 0.
2. Néu Y22 | P(A,) = 0o va ho cdc bién coA, doc lap thi P(limsup A,) = 1.
Chatng minh. 1. T dinh nghia ctia limsup A,,, ta thay rang Vi € N,
limsup A,, C Up,>iAs,.

Suy ra P(limsup A4,,) < P(Up>iAp) < X9 P(A,,). Vita c6 chudi hoi tu 302, P(A4,,) <
o0, nén tong X°_P(A,,) c¢6 thé bé tuy ¥ véi i dit lon. Vay P(limsup 4,,) = 0.

2. Ta co

1 —P(limsup A,,)

(N22) Upisn Any)
(Vs 1UnsnAm)
(U;.Lozl mmZn A_m)

P
P
P
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Dé chitng minh P(limsup 4,,) = 1, tic 1a 1 — P(limsup A4,,) = 0, ta sé& chitng minh

P (ﬁmznA_m) = 0 v6i moi n. That vay, do cac bién c¢6 doc lap nén

P (NimznAm) = MnznP(An)
= Hmzn[l - ]P(Am)]

< Hm>n6_P(Am) = e—EmZnP(Am) = 6_00 = 0

Ta c6 DPCM.

Tré lai vi du dang xét, xét cac bién c6 A, = {X,, # 0} = {X,, = n}. Ta c6

1
52 P(A,) = 52, — < o0,

n=1 n2

Nén theo B dé Borel-Cantelli, P(limsup A,) = 0. Diéu do c6 nghia la véi xac suat
bang 0 thi cic bién cd A, xuat hién vo han lan. Hay 1a hau chic chan, ta c6 A,, xuat hién
hitu han lan. Ttc 1a v6i xac suat bang 1 thi véi mdi w € €, sé ton tai n,, sao cho v6i moi
n > n, thi w ¢ A,, hay la X, (w) = 0. Vay X,, == X. O

Ap dung phén hai ctia Bé dé Borel-Cantelli, ta c6 két qué sau.

Vi du 3.1.4. Cho ddy cdc bién ngau nhién X,, doc lap cé phan phoi

Khi dé X,, khong hoi tu vé O hau chdc chdn.
Ta ¢6 tiéu chuan kiém tra hoi tu hau chic chin nhu sau.

Meénh dé 3.1.5. Day bién ngau nhién X,, hoi tu hau chdc chan dén X khi va chi khi vdi

mot e >0
P (limsup | X,, — X| > €}) =1 =P (liminf | X,, — X| <€}) =0.

Chiing minh. O chidu suy ra, véi xac suat bing 1, ta ¢6 X,(w) — X, suy ra ton tai nw
sao cho v6i moi n > n,, thi | X, (w) — X| <€, hay la w € liminf | X,, — X| < €}. Nén ta c6
P (liminf | X,, — X| <e€}) = 1.
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Véi chiéu ngugc lai, xét cac ¢, = 1/k v6i k € N. Theo gia thiét
P (limsup | X,, — X| > 1/k}) =0,

suy ra

P <U limsup | X, — X| > 1/k}> = 0.

k>1

Lay phan bt ta c6

P (ﬂ liminf | X, — X| < 1//<;}> =1

k>1
V6i w bat ki thuoc bién cb giao trén, ta c6 w € liminf|X,, — X| < 1/k v6i moi k € N, ttic

la Tuén c6 ny,, sao cho khi n > ny,, thi
|| Xn(w) = X(w)| < 1/k.
Suy ra X,, - X h.c.c. O]

Hé qua 3.1.6. Néu chudi
D P(IX, - X| > €) < o0,

n=1

h.c.c

vor moi € >0, thi X,, — X.

Hé qua 3.1.7. Néu nhu ton tai diy so6 duong e, | 0 sao cho

D P(IX, - X| > €,) < 0,
n=1
N h.c.c
thi X, — X.
Meénh dé 3.1.8. Gid st (X,,)n>1 la day bién ngau nhién.
1. Néu X, =5 X thi X,, — X vdi moip > 0.
2. Néu X, 25 X th X,, — X
Ching minh. 1) Gid st X, 2 X, vai moi € > 0, theo bat dang thitic Markov, ta cé

E[| X, — X|P

B(IX, — X| > ) = P(X, - X' > &) < —1"
€

— 0 khi n — 0.

2) Ta c6
P(|X,, — X| > €) < P(Upsn{|Xm — X| > €}).
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Do do,

lim supP(|X,, — X| > €) < UmP(Up>n{| X — X| > €}) = P(limsup{| X,, — X| > €}) = 0.
n— n— -

Suy ra bPCM. O

Trong phan trudc, ta da tim hiéu sy lien hé ciia hai dang hoi tu: hau chic chan va theo
xac suat thong qua viéc 1ay lim sup ctia day bién c6 {|X,, — X| > €}. Tiép theo ta s& tim
hiéu vé su lién he giita hai dang: LP va xac suat. Ta thay ring hoi tu tren LP thuc chat la
sut hoi tu theo khoang cach E|X,, — X [P trén khong gian £P. V6i cau tric tuong tu, ta xay
dung khodng cach sau cho hoi tu theo xac suat.

Dinh nghia 3.1.9. Vi hai bién ngau nhien X va 'Y bat ki, ta ki hiéu

X Y| ]

BXY) = B[

Meénh dé 3.1.10. Ta c6 cic ménh dé sau tuong duong.
1. Day bién ngau nhién (X,)p>1 hoi tu theo zdc suat dén bién ngau nhién X.
2. dp(X,,, X) — 0.
3. E(|X, — X|A1) = 0.

Chitng minh. 1. = 2. Gia sit X, 5 X. vai moi € > 0 va w € €, do tinh dong bién clia

ham z — —%= trén doan [0, c0), ta c6
r+1

| X (w) — X (w)] €
< Iex, - Ieix, - .
X () — X()] +1 = e 1 X1z (0] +lix-xig(w)

Lay ki vong hai vé ta dugc

dIP’(XmX)S IP>(|‘Xn_)(| §€)+P(|XR_X| >6)‘

e+1

Do dé
limsup dp(X,,, X) < e+ limsup P(|X,, — X| > €) = € v6i moi € > 0.

2. = 1. V6i moi € > 0, theo bat ding thitc Markov, ta c6
| X, — X]| S 6)
X, —X|+1 " e+1
e+1 [ | X, — X| }

P(|X, — X| > ¢) = P(

€

2.<:>3.Tacéthésuyratﬁquanhé%“Sﬁiﬂgx/\lv(jixZO. O
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Ta tiép tuc c6 moéi lien hé gitta hoi tu hau chac chan va hoi tu theo xac suat, cling nhu

mot tidu chudn dé kiém tra hoi tu theo xéc sudt nhu sau.

Meénh dé 3.1.11. 1. Gia st X, Ly X. Khi dé ton tai mot day con (ny)k>1 cia day

£ A h.c.
50 tu nhién sao cho X, =€ X.

2. Ngugc lai, gid st tw moi diy con (ny)>1 cla ddy $6 tu nhién déu cé thé lay ra mot

h.c.c

day con (mg)k>1 sao cho X,,, — X thi X, 2 x.

Ching minh. 1) Gid st X, LN X, khi d6 dp(X,,X) — 0. Chon day n; ting sao cho
dp(X,,, X) <27 Ap dung Dinh 1i hoi tu don diéu [2.3.11] ta ¢6

0 |Xn e’} ~
B3 ] = Yo 1) < o2

N ~ 0o | X, —X]| | X, —X| hcc
Vay nén >~ Ko X1 < O© h.c.c. Suy ra X X1 0. Diéu nay ciing c¢6 nghia la
h.c.c
X, — X.

2) Ngugce lai, gid st moi day con cta day (X,),>; déu chita mot day con khac hoi tu

p
hau chic chan dén X. Néu X,, A X thi ton tai e > 0 va day con (ng)g>1 cta day s6 tu
nhién sao cho dp(X,,, X) > e. Mat khac, theo gid thiét ton tai day con (my)r>1 cia day

(ng)k>1 sao cho X, "% X' Theo dinh 1i hoi tu bi chan, hmk_mo dp(Xm,, X) = 0. Diéu
nay mau thuan véi dp(X,,,, X) > € véi moi k. Do d6 X, o x. O

Két qua sau chiing t6 sit hoi tu bdo toan qua tac dong ham lién tuc.
Meénh dé 3.1.12. Gid st f : R? = R lién tuc. Khi do

1. néu X, 255 X va Y, BES Y th £(X,,Y,) B (XL Y);

2. néu X, - X va Y, - Y thi f(X,,Y,) - f(X,Y).

Chitng minh. 1) Kihieu A = {w € Q : lim,,_, X, (w) = X(w)}{w € Q : lim,,_,o, Yy, (w) =
Y(w)}. Ta c6 P(A) =1 va v6i moi w € A, do f lién tuc nén lim, o f(X,(w), Y, (w)) =
. h.c.c
f(X(w),Y (w)). Vay f(Xn) == f(X).
Khang dinh 2) suy ra tit 1) vA phan hai ctia Ménh dé[3.1.11] O

3.1.1 Tinh kha tich déu ctia day bién ngiu nhién

Khai niem kha tich déu la mot khai niem quan trong trong Ly thuyét do do dé dam bao
moOt diay ham hoi ty hau chic chan thi sé hoi tu theo trung binh bac p. Trong Ly thuyét
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xac suat, ta sé c6 mot két qua manh hon d6 1a mot day bién ngdu nhién hoi tu theo xac
suat va théa man diéu kién kha tich déu thi sé hoi tu theo trung binh bac p. Ta c6 dinh

nghia vé khd tich déu nhu sau.

Dinh nghia 3.1.13. Mot ho cdc bién ngau nhién {X;, t € T} cung zdc dinh trén khong
gian xdc suat (Q,F,P) dugc goi la khd tich déu néu théa mdn hai dieu kién sau

1. supE|X;| < oo,
teT

2. vdi moi € > 0, ton tai 5. > 0 sao cho vdi bat cii bién co6 A € F théa man P(A) < 6,
thi
E(|X,|I4) <e¢ VieT.

Ta thay rang diéu kién textitkha tich giéng nhu trong Dinh 1y [2.3.13| cho mot bién

ngau nhién. Tinh déu c6 nghia la diéu kien ding cho moi bién ngdu nhién trong ho.
Ménh dé 3.1.14. Ho cdc bién ngau nhién {X;, t € T} kha tich déu khi va chi khi

lim supE(| X3/ x,>n) = 0.

n—o0 teT

Ching minh. (=). Theo gi& thiét, ton tai C' > 0 sao cho E|X;| < C v6i moi t € T. T

bat dang thitc Markov ta co,
C

P(| X, > < =
(1% 2 ) < —

V6i moi € > 0, ta ¢6 d. nhu trong gia thiét. V6i n du 16n sao cho C'/n < 4., do bién c¢6
Ay = {|Xi] > n} ¢6 xéac suat P(A,,;) < 0. nén

supE(| X¢|I1x,)>n) < €.
teT

Do d6
lim supE(| X3/ x,j>n) = 0.

(«). C6 dinh € > 0, v6i moi bién c6 A € F, ta c6

E(| X |La) =E[| X[ Ta(Tx,1<n + Lx,15n)]
<nlP(A) + E[| X¢|I1x,>n]-

Theo gia thiét, ton tai n = n, d 16n sao cho v6i moi t € T'

B[ X[Ix,1>n] < €/2.
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Khi d6, véi cac bién c6 A c6 xac suat P(A) < €/(2n), ta c6

E(|X,[Ly) < e.
Ngoai ra, v6i € va n, nhu trén thi véi moi t € T'

E(|1X.)) = E[Xlx.jcn]) + EIXi T 0] < ne + /2.

Tit d6, ta c6 cach kiém tra kha tich déu don gian hon theo két qua sau.

Ménh dé 3.1.15. Xét mot ho cdc bién ngau nhién {X,, t € T} khd tich bac p > 1 sao
cho ton tai B > 0 dé E|X,|P < B vdi moit € T. Khi dé, ho cic bién ngau nhién da cho
kha tich dew.

Chiing manh. Ta c6

| X, [P

np—1

ElX,)? B
<

E(1X,/Lx,jsn) < E ( |Xt|ﬂxt|>n) <

np—1 np—1’

0
Ménh dé 3.1.16. Xét mot ho cac bién ngau nhién {X;, t € T} khd tich déu va bién ngau
nhién X € L. Khi dé ho bién ngau nhién {X; + X, t € T} kha tich déu.
Ching minh. Vi E|X; + X| < E|X{| + E|X| nén supE|X; + X| < occ.
teT

Dé kiém tra v6i moi € > 0, ton tai 6. > 0 sao cho vdi bat cit bién ¢ A € F thoa méan
P(A) <4, thi
E(|X; + X|I4) <€, VL €T;

ta ¢6 nhan xét
E(|X, + X|Li) < E(X,|Ly) + E(IX|Ly),

va dung gid thiét kha tich déu cta ho {X;, t € T} cung diéu kien kha tich ctia X nhu

trong Dinh 1y [2.3.13, [

Két qué chinh trong muc nay duge phat biéu nhu sau.

Dinh 1y 3.1.17. Ddy bién ngau nhién X,, hoi tu vé bién ngau nhién X theo dang L' khi
v chi khi X, —— X va ho cde bién ngéu nhién {X,, n € N} khd tich déu.
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Chitng minh. (=). Vi X, L X nen X, — X. Ngoai ra ta c6
E|X,| = E|X| < oo,
nén supE|X,| < oo. Lai ¢6, do E|X,, — X| — 0, nén véi moi € > 0 thi E|X,, — X| < ¢/2

neN

v6i n > n, da 16n. Do X kha tich nén theo Dinh 1y [2.3.13| ton tai 6 > 0 sao cho v6i moi
bién ¢d A thoa man P(A) < § thi

E(|X|I4) < €/2.
T day suy ra véi n > n, thi
E(|Xn|Ls) < E(1Xy — X|Ls) + E(|X[L1) < E|X; — X[+ E(]X[Ls) <e.

Vé6in < n, ta c6 hitu han bién ngau nhién kha tich X, ..., X, nén ap dung diéu kién kha
tich trong Dinh 1y [2.3.13| cho cac bién ngau nhién nay va chon g = min{4, dy, ..., d,, },thi

E(|X,|I4) < e.
Thic 1a véi &y chon nhu trén thi v6i moi bién ¢ A théa man P(A) < dp thi

E(|X,|L4) < ¢, ¥n € N.

(<). Theo Dinh 1y 3.1.11} vi X, 4 X nen ton tai day con X,,, hoi tu vé X hau chic
chin. Day con X,,, théa man tinh kha tich déu, nén theo Bb dé Fatou, ta suy ra X € L.

Xét day Y, = X,, — X. Suy ra day bién ngau nhiénY,, nay kha tich déu. Ta sé chiing
minh E|Y,| = E|X,, — X| — 0. Theo tinh kha tich déu, ton tai d. > 0 sao cho vdi bat cit
bién ¢ A € F thoa man P(A) < 4, thi

E(|Y,|L4) < €/2, Vn € TN.

Lai do Y, LN 0, nén v6i moi € > 0, v6i n > n, du 16n thi P(|Y,| > €/2) < d.. V6i n > n,
ta co
E‘Yn| = E(’Yn|H\Yn|>e/2)E(|Yn|]I|Yn|§e/2) <e

Suy ra bPCM.

3.2 Luat sé l6n

Trong muc nay ta xét (X,,),>1 1a day bién ngau nhién xac dinh trén khong gian xac suat
(2,7, P) va ki hiu tong thanh phan S, = X; + ... + X,,.



CHUONG 3. SU HOI TU CUA DAY BIEN NGAU NHIEN 78

3.2.1 Luat yéu s6 16n

Trong ba dang hoi tu ta da biét 1a hau chac chin, LP v theo xac suat thi dang hoi tu

theo xéac suat 1a dang yéu nhat. T do ta c6 dinh nghia vé ludt yéu so ldn nhu sau.

Dinh nghia 3.2.1. Ta ¢6 ludt yéu s6 lén néu ton tai hai day s6 a, va b, > 0 sao cho

Sn_ n
; AN

Trude tién ta c6 két qua co ban nhu sau.
Dinh ly 3.2.2. Gid st (X,,)n>1 la day bién ngau nhién théa man

lim D(Sn)

n—oo N2

=0.

Khi dé day bién ngdu nhién 22=252 hoi ty vé O theo dang L* va dang zdc sudt N
0, khin — oc.

Chatng minh. Ta chi can chiing minh sy hoi tu theo dang L? 1a du. That vay, ta c6

2
E (S" _ES”> = D<§"> — 0.
n n

]

Heé qua 3.2.3. Gid st (X,,)n>1 la day cdc bién ngau nhién doi mot khong tuong quan va

thoa man
lim D(Xy) +. 2 + D(X,) _o
n—o0 n
Khi do
w LN 0, khin — oo.
Chiing minh. Ta c¢6 DS, = D(X1) + ...+ D(X,). O

He qua 3.2.4. Gid st (X,)n>1 la day cdc bién ngau nhién doi mot tuong quan am (tic
la Cov(X;, X;) <0) va théa man

b DX+ 4 DX,

n—oo n

=0.

Khi do
S, — ES,

n

i>O, khi n — oo.
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Chiing minh. Ta c6 0 < DS, < D(X;)+ ...+ D(X,). O

Heé qua 3.2.5. Gid st (X,)n>1 la day cdc bién ngau nhién doc lap va cing phan phoi khd
tich binh phuong. Khi do

SN N EX,, khin — oco.
n
Chiing minh. Ta c6 DS, <=n.D(X;)) va ES,, = n.EX;. O

Ta c6 két qua manh hon nhu sau.

Dinh 1y 3.2.6. Gid st (X,,)n>1 la day cdc bién ngau nhién doc lap va cung phan phoi kha
tich. Khi do

Sp Lt .
— — EX4, khin — oc.

n
Chiing minh. C6 dinh B > 0. Ta st dung ki thuat lam tron ("truncation") béng cach bidu
dién

Xy, = Xiljx, < + Xiljx, 55 = XP + X[,
v6i thanh phan dau tién 1a bién ngau nhién bi chin, hanh phan con lai 14 bién ngiu nhién
duoi. Ta co

p=EX, =EXP +EX] = up + pr.
Khi d6

E

h ‘I—EIZ W) < JE|Z P i) + E\Z ~ )
(EIZ — 18] )1/2+ EIZ — pir))|

Ta thay rang hang t& dau tién vé 0 nhu trong ching minh Dinh 1y [3.2.2] con hang ti cubi
: pe 210
bi chan béi —E|X I x, > 5|
n
Do X, kha tich nén E|X I x,~p| — 0 khi B — oco. Nén v6i moi € > 0, ta co thé chon
B du 16n dé E|X 1 x,|>p| < €/4 v np sao cho v6i moi n > np thi

1/2
<E| Z — 1iB) ) < €/2.

Suy ra

Sn
E——u‘<e.
n

Ta c6 DPCM. O
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3.2.2 Luat manh sb 16n

Dinh nghia 3.2.7. Ta ¢6 luat manh s6 16n néu ton tai hai day so a, va b, > 0 sao cho

S% — WUn h.cc
bah—>0.

Ta c6 két qua dau tién vé luat manh s6 16n nhu sau.
Dinh ly 3.2.8. Gid st (X,))n>1 la day cac bién ngau nhién doi mot khong tuong quan va
sup,, D(X?) < 0% < co. Khi dé
S, —ES

lim =0 h.c.cva trong L*.
n—o0 n

Chitng minh. Trude hét ta gid st E(X,,) = 0. Dat Y, = S,/n. Ta c6 E(Y,) = 0 va theo
Ménh dé ta co
1 <& o?
EY}) ==Y DX;<—.
=3 pxs ]
L2
Vay Y,, — 0. Hon nita
o0 oo 2
9 o
Y EYE) <Y — <.
n=1 n=1
Ap dung Dinh i hoi tu don dieu [2.3.11] ta ¢6

E[iﬁ] - iE(Yn%) < 0,

vay nen chuéi Y o Y% < oo hau chic chdn. T day suy ra

Y2 57 0. (3.1)
V6i méi n € N, ki hieu p(n) 1a phan nguyén ctia y/n. Khi do, ti
p(n)? RN
Yo = =Yg = >, X
j=p(n)?+1

ta co
2

-

vin < (p(n)+1)% va p(n) < y/n. Lap luan tuong ti nhu trén ta c6 ti

= p(n)? 2 — 3 2
DE[(V = E V) | €3 et <

n=1

2 n—pn)?® , _2p(m)+1 , 2¢yn+1, 3
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suy ra

p(n)?

n

Y, — Yoy S50,

h.c.c

Dieu nay két hop v6i (3.1]) va nhan xét ”(%)2 — 1 kéo theo Y,, = 0.
Néu E(X,,) # 0, ta dat Z, = X,, — E(X,,). Khi d6 (Z,),>1 la day cac bién ngau nhién
doi mot khong tuong quan, c6 ki vong bang khong va phuong sai bi chan déu. Do d6

Sn—]ESn Zl++Zn h.c.c
= — 0.

n n

Luat manh s6 16n van dung cho day bién ngau doc lap ciing phan phéi kha tich.

Dinh 1y 3.2.9. Néu (X,),>1 la day bién ngau nhién doc lap, cung phdan phoi kha tich.
Khi do g

on heS B X).

n

Sau day ta xét mot s6 ting dung ctia luat s6 16n. Tinh chat quan trong ciia luat s6 16n
do6 1a khi ta lay trung binh ctia nhiéu bién ngau nhién thi tinh ngau nhién lai gidm di,
dén gi6i han thi chi con hang s6 tat dinh. Thong thuong ta sé sit dung luat s6 16n cho céac
bién ngau nhién doc lap ctiing phan phdi, va khi d6 hing s6 gidi han chinh 13 ki vong. Mot

trong nhitng ing dung ciia luat sé 16n 1a bai toan thong ké dua ra xap xi cho ki vong.

i. Dé do chiéu cao hodic can ning trung binh, vi du cia thanh nién Viét Nam, viéc can
do cho tat cd moi ngudi 14 khong kha thi, khi d6 ta chi can lay trén mot mau s

lugng di 16n va lay gia tri trung binh.

ii. Tuong ty, dé kiém tra tinh can déi ctia dong xu (hodc xtc xic), ta c6 thé thit tung
nhiéu lan va tinh ti 1é thiyc nghieém.

iii. Véi bai toan Buffon, trong cong thiic két qua clia xac suat c6 xuat hien s6 «, tit d6
ta c6 cach xap xi sd 7 theo cach thuyc nghiém 1a thic hién tung que tam nhiéu lan
va tinh ti 1é que tam cit vao dai. Chia ¥ 1a cach lam thyc nghém nay t6 ra hieu qua

2 A 2 A 2 + 2 N - . .z X
hon cach xap xi so 7 ¢o dien la tinh chu vi da giac deu.

iv. Ta c6 mot két qua rat tha vi 1a véi diy s6 ngau nhién thi ta c6 bang phan phéi cia
chit s6 hang cao nhat theo phan phdi Benford nhu sau

X| 1 2 9
P |logp2 logi(3/2) ... log,(10/9)
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Do d6, mot cach kiém tra bang dit lieu s6 dang c6 1a tu nhién hay nhan tao do la

tinh ti 1¢ xuat hién cac chit s6 dau tien xem c6 gan véi phan phéi Benford hay khong.

Ta c6 hai vi du rat tha vi sé duge trinh bay tiép theo.

3.2.3 Phuong phap Monte Carlo

Phuong phap Monte Carlo 14 phuong phap xap xi s6 st dung may tinh. Ta xét vi du sau.

Vi du 3.2.10. Gid st f la mot ham do duge va khd tich trén doan [0, 1]. Hay tinh xap xi
L 1
gid tri I = [, |f(z)|dx.

N6i chung trong phan 16n cac ing dung thyc té, gia tri cia I = fol f(x)dr khong thé
duge xac dinh mot cach chinh xac bang cac phuong phéap giai tich nén nguoi ta phai tim
cach xap xi I. Khi ham f du tron, I c¢6 thé duge xap xi kha t6t bang cac phuong phap
vét can truyen théng nhu hinh chit nhat hoac hinh thang can. Vi du khi f kha vi lién tuc
dén cap 2 thi ta c6 cong thitc hinh binh hanh sau

O SUR) 2000 + -+ 21 () + f(E)

I"‘" 9
2n

trong do t} = %, 1=0,1,...,n.

Sai s6 clia cac phép xap xi trén thudng dya vao chuan sup ciia dao ham. Do dé, khi f
khong du tron thi phuong phap trén thuong té ra kém hiéu qua.

Trong trusng hop nay ta cé thé sit dung phuong phap Monte Carlo nhu sau. Ta biéu
dién gia tri I thanh ki vong ctia mot bién ngau nhien. Cu thé, xét U ~ U[0, 1] c6 phan

phéi déu tren doan [0, 1], ta ¢6 nhan xét quan trong la

1
1= [ 1#(a)ds = EFV),
0
Do d6, v6i day bién ngau nhién doc lap cing phan phdi U; ~ UJ0, 1], ta sinh duge day
bién doc lap ciing phan phdi f(U;) kha tich. Khi d6, tit luat manh s6 16n ta c6

fO) + .+ f(Un) heg

n

I, = Ef(U) = I

Y tudng clia phuong phap Monte-Carlo 1a ta sé dung may tinh (hodc bang s6) dé sinh ra
mau ngau nhién wuq, ..., u,, va tinh trung binh thyc nghiém

flu) + .- 4 flun)

n

~ .
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Dé danh gia sai s6 ctia uéc lugng, ta gia thiét them dieu kien kha tich binh phuong

/0 |f(z)|*dr < . (3.2)

Khi d6, binh phuong sai s6 ciia uée luong 1a

Bl — 1)l = Bl ~ B = 105 < & [ s

Tt d6 suy ra sai s6 clia ude lugng chi phy thuoc vao ¢d mau n ma khong phu thuoc
vao do tron ctia f. Tong quat hon, ta ciing c6 thé sit dung phuong phap Monte Carlo dé
tinh céac tich phan boi nhiéu 16p. Trong tinh huéng nay, néu theo cach chia hinh truyén
théng thi viéc tinh toan rat phic tap va sai sd tuong déi 16n, diéu nay cho thay wu thé
vugt troi cia phuong phap Monte Carlo.

Trén day la nhiing ¥ tudng so khai ban dau vé phuong phap Monte Carlo. Ngay nay,
cac nha nghién ctu tap trung cai thien phuong phép dé gidm khéi luong va thoi gian tinh
toan clia may tinh, ciing nhu cai thién sai s6, vi du nhu phuong phap Monte Carlo Markov
Chain (MCMC).

3.2.4 Dinh ly xap xi Weierstrass
Ta sé stt dung luat s6 16n dé chiing minh két qua noi tiéng sau trong Ly thuyét giai tich.

Dinh 1y 3.2.11. Cho ham lién tuc f : [0,1] — R. Khi dé, ham f c6 thé zdp xi déu
bdi cic da thic, theo nghia la véi moi € > 0 déu ton tei mot da thic P(x) sao cho

If =Pl = ;g[gﬁ}\f(x) — P(z)| <e.

Ching minh. Ta xét da thiic Bernstein nhu sau

n

ny i n—ip (.
Bute) =3 ()1 =g i),
i=0

Truée tien, ta sé ching minh day B, hoi tu diém t6i f, tic la v6i moi € [0,1] thi
B, (z) — f(z). That vay, xét bién ngau nhién S,, ~ B(n,z) ¢6 phan phdi nhi thitc. Khi
dé, S, c6 thé biéu dién thanh tdng ctia n bién ngdu doc lap c6 cing phan phdi Bernoulli
Ber(z) véi x 1a x4c suat thanh cong ctia phép thit. Theo luat manh s6 16n,

Sn h.c.c

on el p
n
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Vi ham f lién tuc nén ta cting ¢6 f(S,/n) heg f(z). Ngoai ra, ham f lién tuc trén tap
compact nén c6 gia tri tuyet doi bi chan béi M. Theo Dinh 1y hoi tu bi chan, Ef(S,/n) —
f(x). Tu bang phan phdi ctia S, ta c6 Ef(S,/n) = B,(x).

Tiép theo ta sé ching minh tinh hoi tu déu. Ta st dung tinh chat ham lién tuc trén
tap compact thi lien tuc déu, tic 1a v6i moi € > 0 ton tai § > 0 sao cho |f(z) — f(y)| < €
v6i moi |z — y| < 8. C6 dinh € va 6, sit dung bat dang thitc Chebyshev

p(i_x‘za)gw

n né? '
ta co )
B(7(Sufm) ~ )] = < L7
Suy ra
E|f(Sn/n) — f(x)] =E [|f(Sn/n) — F(@)| (T S0/m)-r@)ze + LS /m)—fa)l<e)]
<et 2Mx(1 — x)

nd?

Khi d6, v6i moi z € [0, 1], ta co

2Mz(1 —x)
nd?

|Bn(x) — f(2)| = [Ef (Sn/n) — f(2)| < E|f(Sn/n) — f(x)] < e+

3.3 Hoi tu yéu

Véi cach nhin bién ngau nhién 1a mot ham s6, ta c6 cac dang hoi tu nhu hau chic chan,
LP va theo xac suat. Ngoai ra, ta c¢6 thé nhin bién ngdu nhién nhu la mot do do, thong
qua phan phoi xac suat cia bién ngau nhién trén (RB(R)). Vi cach nhin nay, ta khong
can quan tam dén khong gian xac suat nén (2, F,P). Va ta sé hiéu sy hoi tu cia cac bién
ngau nhién thong qua sy hoi tu ciia cic do do. Ta c6 hai huéng tiép can cho sy hoi tu clia
do do nhu sau.

Dinh nghia 3.3.1. Day bién ngau nhién (X,,) dugc goi la hoi tu yéu dén bién ngau nhién
X, ki hiéu la X,, — X, néu vdi moi ham f:R —= R lién tuc va bi chan, ta co

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—o0
Dinh nghia 3.3.2. Day bién ngdu nhién (X,,) dudc goi la hoi tu theo phan phoi dén bién
ngéu nhien X, ki hieu la X,, — X, néu ham phan phdi Fx, (t) hoi tu dén ham phan phoi

Fx(t) tai moi diém lién tuc ciia ham Fy.
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Ta c6 cac vi du sau day vé hoi tu yéu va hoi tu theo phan phdi
Vi du 3.3.3. X¢ét bién ngau nhién X,, c¢6 phan phoi déu vdi tap gid tri {1/n,2:n,... 1},
tic la ta cé bang phan phoi nhu sau:

X|1n 2/n ... 1
P‘l/n I/n ... 1/n

Khi do, voi moi ham f lién tuc thi
1 « !
BF(X) =5 Y (/) = [ fla)ds =Ef©I0.1).
i=1 0

Suy ra ta cé day X,, hoi tu yéu dén bién ngau nhién cé phan phoi deu U0, 1].

Vi du 3.3.4. Xét day bién ngdu nhién X,, ~ U[0,1/n]. Ta cé thé kiém tra X,, hi tu theo

phan phoi vé bién ngau nhien X =0 h.c.c.

Vi du 3.3.5. Xét day bién ngdu nhien X,, ~ B(n, p,). Néu n.p, — X > 0, ta cé thé kiém
tra X, hoi tu theo phan phoi vé bién ngdu nhién X ~ Poi()\). Thdt vay, ta chi can kiém
tra voi mot k € N thi

k
P(X, =Fk) = (k)pk(l —p)"F e_)‘% = P(Poi()\) = k).

Tit dinh nghia hoi tu yéu, ta c6 ngay két qua sau.
Ménh dé 3.3.6. Néu X,, — X thi vdi moi ham h lien tuc, ta cé h(X,) — h(X).
Ta c6 cac két qua sau vé moéi lien hé gitta hoi tu yéu va dang hoi tu theo xac suat.

Ménh dé 3.3.7. Gid st (X,,)n>1 va X la cdc bién ngdu nhién xdc dinh trén cing khong
gian zdc suat (Q, F,P). Néu X, Toxmmx, % X,

Chatng minh. Ta chiing minh bang phan ching. Gia st X, X nhung X,, /— X. Khi

d6 ton tai mot ham lién tuc bi chan f, hing s6 € > 0 va day con (ny)r>1 sao cho

E(f(X,,)) —E(f(X))] >¢ v6imoi k> 1. (3.3)

Theo Ménh dé [3.1.11} ton tai day con (my)g>1 cia day (ng)r>1 sao cho X,,, "o X Do
f lién tuc nén f(X,,,) heg f(X). Lai do f bi chan nén ap dung dinh li hoi tu bi chin
Lebesgue, E(f(X,,,)) — E(f(X)). Diéu nay mau thuin véi (3.3). Vay ta duge diéu phai

chiing minh. O]
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Ménh dé 3.3.8. Gid sit (X,,)n>1 va X la cdc bién ngdu nhién xdc dinh trén cing khong
gian zdc suat (U, F,P). Néu X, - X va X = const h.c.c thi X, — X.

Chiing minh. Gid st X = a h.c.c. Xét ham lién tuc va bi chan f(z) = e=al Do x, Yy g

~ Jz—al+1-
nén E(f(X,)) = f(a) = 0. Theo Ménh dé|3.1.10 ta c6 X, 5. O

Két qua sau chi ra rang hai dang hoi tu yéu va theo phan phdi thiic chat 14 mot.
Dinh 1y 3.3.9. Ta 6 X,, - X khi va chi khi X,, — X.
Dé chitng minh Dinh 1y trén, ta sit dung Dinh 1y biéu dién Skorokhod nhu sau.
Dinh 1y 3.3.10. Néu nhu Fx, (z) — Fx(z) tai moi diém lien tuc cia Fx thi sé ton tai
day bién ngau nhién'Y,, 2 X, vaY 2 X sao cho Y, hesy,
Chitng minh. Y tudng ching minh dua trén viec xay dung cac bién ngau Y, tren khong
gian ([0, 1], B([0, 1]), A). O
Ta ¢6 ching minh cua Dinh 1y nhu sau.
Chitng minh. (=). Xét day ham lién tuc bi chan nhu sau

g:p,ez{l, néuu <20, néuu >z +e(r+e—u)/e, nbur <u<zx+e

Déay ham nhu trén la xap xi cho ham I_, .. Ta c6
n—oo n—oo
lim supP(X,, < z) < limsupEg, (X,) = Eg, (X)) <P(X <z +e
Cho € — 0 va sit dung tinh lién tuc tai diém z ta cé
n—ro0
limsupP(X, < z) <P(X < z).
Ta cling c6
n—00 n—00
liminfP(X, <) > liminfEg,_(X,) = Eg,—c(X) > P(X <z —,
neén lai cho € — 0 va st dung tinh lién tuc tai diem z ta c6
n—oo
limsupP(X, <z) > P(X < z).
Ta chiing minh xong chiéu suy ra.
(<). Ap dung dinh 1y biéu dién Skorokhod va dinh 1 hoi tu bi chan. O

Dinh 1y 3.3.11 (Dinh 1y Slutsky). Cho hai day bién ngau nhién {X,} va {Y,} zdc dinh

N N A A . P % d N d L.
trén cung mot khong gian xdc suat sao cho X,, — X wva Y,, — ¢ = const. Khi do

X, +Y, -5 X +e¢ va X,Y, -5 cX.
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3.3.1 Ham dac trung
Trong phan nay ching ta tim hiéu vé ham dyc trung. Day la cong cu manh dé nghien citu
ve sy hoi tu yéu.

Dinh nghia 3.3.12. 1. Ham ddc trung cia bién ngau nhién X duge zdc dinh la dnh
za px : R — C cho bdi

ox(t) = E[e"X] = / ¢ dFy (z).

R
2. Ham ddc trung cia véc to ngau nhién X = (X1,...,X,) la dnh za px : R? — C cho
bdi

ox(ty, ... ty) = E[exp (iithjﬂ.

V6i cac phan phéi thuong gip, ta tinh duge cac ham dic trnwg nhu sau
Vidu 3.3.13. 1. Vdi X c6 phan phoi Rademacher, thi ox(t) = cost.

2. Véi X ~ Poi(N), thy px(t) = exp(A(e” —1)).
A

A— it

sin Kt
Kt

3. Vi X ~ Exp(N\), tht px(t) =

4. Voi X ~U([-K,K]), th px(t) =
5. Vdi X ¢6 phan phoi chuan N(0,1). Khi dé

00 —x2/2 00 00 o
ox(t) = / gita € @ g cos txe_xz/gdx n sin txe_xz/gdx.

V2r o V2T o V2T

Do ham x — e **/2sintz la ham khd tich va 1é nén tich phan thi hai bing 0. Theo
Dinh li ta ¢6 thé dao ham hai vé cia dang thic trén theo t va thu dugc

* sintx

QOIX(t) == - \/%

Ap dung cong thic tich phan tung phan, ta dugc

o0
t
dult) = = [ St = —tpx ().

—eo V2T

Glidi phuong trinh vi phan % = —t vdi dieu kién ox(0) = 1, ta duogc

.2
re ¥ 2dy.

px(t) =2



CHUONG 3. SU HOI TU CUA DAY BIEN NGAU NHIEN 88

Néu X c6 phan phoi chuan N(a,o?) thi

1 . (z—a)?
ox(t) = W/eme_ 202 dx.

Daoi bién y = (x — a)/o, ta dugc

eita
eito’yefy2/2dy — eita7t202/2.
2m

@X(t) = \/—

Tit dinh nghia ctia ham diic trung, ta c6 cac tinh chat sau.

Dinh 1y 3.3.14. Cho bién ngau nhien X. Khi dé ham ddc trung ox(t) théa man cdc tinh

chat

5.

6.

ox ()] < Ele™| = 1.

ox(—t) = o_x(t) = px(t). Suy ra néu X ¢6 phan phéi déi ming, tic lo X < —X,
thi ham dac trung ¢x(t) nhan gid tri thuc.
ox(t) la ham lién tuc déu.

lox(t+h) = ox(t) < BJe™ 1] 0.

ith

Caxb(t) = e px(at) vdi moi a,b € R.

Néu X va'Y doc lap th ox v (t) = ox(t).0y(t).

Trong truong hop khi X 13 bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat do fy, tit dinh nghia

cua ham dac trung, ta cé

ox(t) = / " px(a)de = (),

Hay néi cach khac ham dac trung chinh 1a ham bién do6i Fourier ctia ham mat do, hay

trong trudng hgp tong quat 1a ciia phan phdi xac suat ciia X. Theo Ly thuyét giai tich

Fourier, ta c6 cong thic ngudce dé tinh fy tit ham dac trung nhu sau

) "= [ @ yar

V6i do do tong quat, ta cé két qui sau
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Dinh ly 3.3.15 (Cong thic nguge Levy). Vdia < b va ¢ la ham dac trung cia do do p
tha . ) -
1 et — e 1
Jm o [ el (—t) dt = pla,b) + Hyufa, b}

Ta ¢6 hé qua nhu sau.
Hé qua 3.3.16. 1. Néu ox(t) = py(t) vdi moit eR thh X Y.

2. Néu px(t) € L'(R) thi bién ngau nhién X cé ham mat do fx xdc dinh bdi

1 ,
= — t)e " dt.
5 | extoe

Tt day ta c6 nhan xét la thuat ngit "dac trung" dé dién dat cho viec ham dic trung

fx(z)

xac dinh duy nhéat phan phdi tuong tng. Ta cé thé tong quat cho ham dic trung clia

vector ngau nhién.
Vi du 3.3.17. Gid st X va Y la hai bién ngau nhién doc lap cé phan phoi Poisson vdi
tham so6 lan ligt la p va N. Khi dé X +Y ¢6 ham ddc trung la
Oxay(t) = E(eit(XJrY)) _ E(eitX)E(eitY) — A Hm)(e=1)
Do dé X +Y c6 phan phoi Poisson vdi tham so p+ \.
Meénh dé 3.3.18. Mot ham dac trung co tinh chat nia zdc dinh duong, theo nghia vdi

moi bo s6 (t1,...,t,) € R" va (21,...,2,) € C" thh

%,J
Va ngugc lai, mot ham cé tinh chat nia xdc dinh duong, lién tuc tai 0 va cé gid tri p(0) =1
thi sé la ham ddc trung cia mot phan phoi zdc suat trén R.
Tiép theo ta tim hiéu vé sy lién hé gitta cac moment ctia bién ngdu nhien X véi tinh
kha vi ctia ham dic trung ¢x ().
Dinh 1y 3.3.19. Gid st bién ngau nhien X c6 E(|X|*) < oo vdi s6 tu nhién n nao dé.

Khi dé ham ddc trung px cdé dao ham lién tuc dén cip n tai moi diém va

oM (t) = "E(XFeX), (3.4)
E(X*) = 90(?,50), (3.5)
extt) = 3 e + a0, 36)
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trong do |o, ()| < 2E(]X™|) va an(t) — 0 khit — 0.

Chitng minh. Do E(]X|") < oo nén véi moi k= 1,...,n ta c6 E(|X|*) < oo, va do d6
sup/!(m)keitﬂdFX(x) < /\x!deX(x) < 00.
¢

Theo dinh Ii Lebesgue, ta c6 thé lay dao ham dudi dau tich phan dé thu duge (3.4). (3.5)
la hé qua ciia (3.4) khi cho ¢ = 0. Mat khéc, ap dung khai trién Taylor cho ham e® tai 0,
ta dude

—_

n—

]E(eitz) — E( (Ztk‘f> + (itj)nei0X>
k=0
-y %E(Xk) + (Z% (B(X™) + an(t)),

b
Il

0
trong d6 |0] < 1, a,(t) = E(X"(e"™ —1)). Ta ¢6 |a,(t)] < 2E(|X|") va 4p dung dinh i
hoi tu bi chin, ta c6 ay,(t) — 0 khi t — 0. O

Khi ta c6 cac thong tin vé tinh lién tuc ctia ham dac trung tai 0, ta c6 thé tinh duge

moment cua X.
Meénh dé 3.3.20. Néu

o(h) = 2¢(0) + p(—h)

lim sup > —00
h—0 h?

(théa man khi ¢"(0) ton tai), thi EX? < co.
Téng quat hon ta c6

Dinh 1y 3.3.21. Néu ©®™(0) ton tei va hitu han vdi s6 nguyén duong m nao dé thi
E(X?*") < co.

Ham dic trung c6 thé duge st dung dé kiém tra tinh doc lap clia cac bién ngau nhién.
Dinh 1y 3.3.22. Cdc bién ngdu nhién X1, ..., X, la doc lap vdi nhau khi va chi khi
Ox1,x) (s tn) = ox (t) - ox, (Tn)  vdi moi (..., t,) € R™.

Cudi cling, ta dua ra dinh Iy chinh ctia phan nay cho phép kiém tra sy hoi tu yéu thong

qua sy hoi tu ctia ham dac trung.
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Dinh 1y 3.3.23 (Dinh ly lien tuc Levy). Gid st (Fy,),>1 la day ham phan phoi zdc suat
V01 (pn)n>1 LG day ham dac trung tuong ing,

©on(t) :/Reitzan(x).

1. Néu F, = F vdi F la ham phan phoi wdc sudt nao dé thi (v,) hoi tu diém dén ham
dac trung ¢ cua F.

2. Gid st p,(t) = p(t), t € R. Khi dé hai ménh dé sau la tuong duong
(a) ©(t) la ham ddc trung va F, = F vdi F la ham phan phoi vdc sudt tuong ing
Va1 ©;
(b) @ lién tuc tait = 0.

Trong vi du sau day, ta ching minh lai luat yéu s6 16n dya trén phuong phap ham dic
trung.

Vi du 3.3.24 (Luat yéu s6 16n). Gid st (Xg)g>1 la day bién ngdu nhién doc lap cung
phan phoi vdi ki vong chung la a hitu han. Khi do

1

~(X . X) =
That vay, dat S, = X1+ ...+ X, va got ¢ la ham ddac trung ciua Xy. Khi do

Ps,/m(t) = @s,(t/n) = [pt/n)]".
Theo Dinh li
ita
t/n)=1+—+ —aft
pltfn) =1+ + Zat/n),

trong dé a(t) — 0 khit — 0. Do do

ita ¢ n ;
psualt) = (14 ==+ —alt/n)) — e

khi n — oo. Luu 3 rdng néu bién ngau nhién X = a thi ham ddc trung cia X la px(t) =
e*e. Do vay, S/n = a. Ap dung Menh dé|3.5.8 ta duge diéu phdi ching minh.

3.4 Dinh li gi6i han trung tam

Dua trén cong cu ham dic trung, ching ta c¢6 thé chitng minh Dinh Iy gi6i han trung tam
dang co dién. Day 1a mot trong nhitng két qua quan trong va dep dé nhat ctia Ly thuyét

XAcC suat.
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Dinh ly 3.4.1. Gid st (X,)n>1 la day bién ngau nhién doc lap va cung phan phéi vdi
E(X,) =p va DX, =0 € (0,00). Dat S, = Xy + ...+ X,,. Khi dé day bién ngau nhién
Y, = Sg;\/%“ hoi tu theo phan phoi tdi bién ngdu nhién cé phan phéi chudan tdic N(0,1).

Chitng minh. Goi ¢ 1a ham dic trung ctia bién ngau nhién X,, — p. Do (X,),>1 la day
bién ngau nhién c6 ciing phan phdi nén ¢ khong phu thuodce vao n. Do cac bién ngau nhién

(Xj)jZI 1a d@C lap nén
=X — - X = t n
oy, (t) = Eexp (zt; ;\/ﬁ ):EEexp (zt aj\/ﬁ > = (gp(m» :

Do E(X; — u) = 0 va E((X; — u)?) = ¢ nén theo Dinh 1{|3.3.19, ¢ ¢6 dao ham cap hai
lién tuc va hon nita

e(t)=1- — T t2a(t),

trong d6 a(t) — 0 khi t — 0. Do d6 st dung khai trién In(1 + z) = x + o(z) khi z — 0,
ta dudge

In oy, (£) = nn (1 LY ) - £
n =nin - — o _
Jee 2n  no? ‘oy/n 2’
tie 1a ¢y, (1) — e /2 khi n — co. Ap dung Dinh 1i|3.3.23| ta ¢c6 DPCM. O

Mot trong nhitng ting dung ctia Dinh 1y gia tri trung tam néi rieng va sy hoi tu yéu
n6i chung la diing dé xap xi cho cac xac suat. Cac xap xi nay thuong duge dung dé dua
ra cic khoang tin cay hodc trong cac test kiém dinh théng ké trong Ly thuyét thong ke.

Dé minh hoa ta xét viéc xap xi ctia phan phéi nhi thitc qua phan phdi chuan téc.

Vi du 3.4.2. Ta biét ring bién ngdu nhién S, vdi phan phoi nhi thiic B(n,p) cd thé biéu
dién thanh tong ciia n bién ngdu nhién doc lap cung phan phéi Bernoulli Ber(p). Khin di
lon, theo dinh lj gidi han trung tam ta cé thé wap zi phan phoi ciia (S, — np)/\/m
bdi phan phoi chuan tac N(0,1).

DEé tinh zdc sudt a < S, < b ta cé cong thic chinh xdac nhu sau
Sy, Chp'(1—p)" .

Tuy nhién khi n rat 16n thy néi chung viéc tinh C la khong kha thi vi vugt qud khd nang

hew tric cia may tinh. Sau dé ching ta lai phdi nhan vdi mot so rat nhd dé ra két qud zdc
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sudt khong qud 1. Trong thuc té, ta c¢d thé xzdp ©i wdc sudt trén theo cich sau

IF’(agSngb):IP)< Sp —np [ a—np b—np ])

NTTEDN Vnp(L—p)" /np(1 = p)

~p (N0, a—np ’ b—np ‘
P( 1€ [\/np(l—p) \/np<1—p)]>

Chii 4f rding vdi zdc sudt tuong wng vdi phan phoi chuan tic ta cé thé xap ©i trén may

tinh mot cach dé dang hodc st dung bang phan phoi cé sdn.

M4 rong Dinh 1y giéi han trung tam co dién bang cach cho phép cac bién ngdu nhien

c6 thé khong cting phan phéi, ta c6 dinh 1y Lindeberg nhu sau.
Dinh 1y 3.4.3 (Dinh 1y Lindeberg). Cho day bién ngau nhién (X,)n>1 doc lap vdi huong
sai hitu han. Denote S, = X1 + ...+ X,,, B2 = DX, + ...+ DX,,. Gid st rang

1 n
Lal€) 1= 2 > E((Xe = EX) T, mxifoen,) ) = 0, Ve >0, (3.7)

n k=1

Khi d6 225E% = N(0,1).

3.5 Phuong phap moment

Nhu ta da trinh bay & trén, Dinh 1y giéi han trung tam la moét vi du quan trong cua su
hoi tu yéu va ta hiéu hoi tu yéu la sy hoi tu ctia cac do do. Trude khi phuong phap ham
diic trung ra doi, mot phuong phéap hay dimng dé kiém tra sy hoi tu yéu dé 1a phuong phdp
moment. Y tudng chinh ctia phuong phap moment d6 1 néu ta tinh duge moment thit k
clia bién ngau nhién (phan phdi) giéi han X va c6 thé kiém tra dugc véi moi k € N

EXF - EX*,
thi liéu ta c6 thé két luan X, hoi tu yéu vé X?

Dinh ly 3.5.1 (Diéu kien Carleman). Cho bién ngau nhién X c6 phan phéi zdc suat jx
vdi moment hitu han tai moi bac, tic la My, = EX* < 0o, Vk € N. Khi dé néu diéu kién

1/2k
ZM% < 00,
k

thi phan phoi pux wdc dinh duy nhat qua cic moment.

sau dude thda man
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Ngoai ra, néu ta cé day bién ngau nhién cé6 moment hitu han tai moi cip va vdi moi
keN
EXF - EX*,

th X, -5 X.
St dung phuong phap moment, ta ¢6 dinh 1y Erdos-Kac nhu sau.

Dinh 1y 3.5.2 (Dinh Iy Erdos-Kac). Cho bién ngau nhién X,, c6 phdan phéi déu trong tap
{1,2,...,n}. Dat Y, la so cic udc nguyén to cia X,. Khi dé

Y, —loglogn 4

— N(0,1).
Vvloglogn (0.1)
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